Taylorreihen

Man bestimme die Taylorreihe zur Funktion

1

M) = v

um 29 = 0 bis zu Termen 4. Ordnung.
Bem.: Eine Taylorreihe mit Entwicklungspunkt 0 nennt man auch McLaurin-Reihe!

1. Bestimmung der Ableitungen von f(z) bis zur gewiinschten Ordnung;:

1
-1 1 — 322
f/(x):ﬁ(?):ffl):ig 2
(a3 —z+1) (23 —x +1)
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(23 — 2 +1)°
Bem.: Es kann darauf verzichtet werden, die letzte benotigte Ableitung zu vereinfachen.

2. Einsetzen des Entwicklungspunkts:
fO)=1 fO)=1 fr0)=2 f"0)=0 f70)=-24

3. Einsetzen der Werte liefert die fertige Taylorreihe:
1 2 0 —24
Ty(z) = 1+ﬁx+§$2+§x3+Tx4: e i

Bem.: die Terme (x — x0)"™ werden hier wegen zo = 0 zu z"

Man entwickle die Funktion
f(z) = In(sinx)

im Punkt z9 = 7 in eine Taylorreihe (3 nicht verschwindende Terme).

1. Berechnung der Ableitungen der Funktion sowie der Funktionswerte im Entwicklungspunkt:

f(z) = In(sinx) f (g) =0
, 1 cos T ST
fi(x) = ——cosax = — f (—) =0
sinx sinx 2
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2cosx T
" _ m (2N _
! C sin®a ! (2) 0
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2. Einsetzen in die Taylorformel:

s =5 (D) - D F D DR
e g6

Manchmal empfiehlt es sich, zur Berechnung der Taylorreihe etwas geschickter vorzugehn, als gleich alle
Ableitungen der Funktion zu bestimmen!

Man bestimme die McLaurin-Reihe der Funktion

3 +1
CcoS

fz) =
bis zu Termen der Ordnung 4.

1. Die Ableitungen werden rasch sehr kompliziert. Man kann die Funktion allerdings als Produkt an-
schreiben und die Taylorentwicklung nur auf einen Teil anwenden:

1 1
= (z3+1)- t =
f@) = (@ 41) —— sete —— = g(a)

1
xTr) =
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, sin
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9@ cos? x
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2. Einsetzen des Entwicklungspunkts:



3. Taylorreihe zur Funktion g(z):
1 5 1 5
Ga(z )—1+0x+2—z + 0z +4x 71+2z2+ﬂz4
4. Einsetzen und ausmultiplizieren von f(x) = (2® — 1)G(z):

1 5 1 5
Ty(z) = (2° — 1) (1+2x +ﬂx ) :_1_§$2+$3_ﬂx4

Man bestimme die Taylorreihe der Funktion

um den Wert x = 0.

1. Die Funktion ist fiir = 0 ein unbestimmter Ausdruck ,, 8“, zur Bestimmung des Funktionswertes und
der Ableitungen wéren also die Regeln von De L’Hospital anzuwenden! Man kann das Bsp. einfacher

durch Verwendung der (bekannten) Sinus-Reihe 16sen:

z3 oo k2k+1
smz-z—g—i—— . kzo 2k+1

2

2. Einsetzen von z“ anstelle z in diese Formel:

5 ) 26 210 o k4k+2
sinx 7$,§+ 5l *kzo 2k—|—1

3. Division der ganzen Reihe durch z2:
Bem.: Dies funktioniert nur, wenn nachher keine negativen Potenzen von x auftreten!

sinz2 1,4 k 4k
2 :1,_+_ 72
x 3! 2k:—|—1

Eine weitere Moglichkeit bietet der Ansatz der Taylorreihe als T'(x) = Ag + A1 (z — z0) + Az(z — 20)% + ...
und anschlieSender Koeffizientenvergleich:

Man bestimme die Taylorreihe der Funktion

x
y(z) = —
nach Potenzen von x + 1 bis zu Termen 3. Ordnung.
1. Ansatz: 5
x‘i 7= Ao+ Ay(z+ 1)+ Ag(z + 1)* + Az(z +1)°

2. Ausmultiplizieren:

22 = Ag(z —4) + Ar(z 4+ 1)(x — 4) + Ao (2 + 22 + 1) (z — 4) + Az(2® + 32% + 32 + 1) (z — 4)

= Ao(x —4)+ Ay (2® — 32 — 4) + Ag(2® — 227 — Tz — 4) + Az(of/* — 23 — 92 — 112 — 4)

3. Koeffizientenvergleich:

konst.: 0= —4A0 - 4A1 - 4A2 — 4143
Z: 0:A073A177A2711A3
.’L'22 1:141—2142—9143
3 0= Ay — Az $140:_i,141:3;142:143:_i
16 16 16

4. Einsetzen im Ansatz:

3 )
Tg(ZE) = —— 4+

S (e Lo Lesy?

1
z+1)- 16 16

Bem.: Die beste Ubereinstimmung ergibt sich hier bei 2 = 0 anstatt bei 2 = —1!



Mitunter sind beim Herleiten der Taylorreihe zwei Taylorreihen zu multiplizieren. Dabei kann viel Arbeit
gespart werden, wenn man Terme hoherer (als gewiinschter) Ordnung gleich vernachlissigt.

Man bestimme die McLaurin-Reihe zu

~In(z+1)
2241
bis zu Termen der Ordnung 7.
1. Verwendung bekannter Reihen:
2 3 4
1n(z+1):zf%+%f%:|:...
1 -1 2 3., .4
=14z " =...=1—-z42"=2"+2"%...
1+2
1 2 4 6
= =l—-2"4+2"—2"%+...
14 22

2. Einsetzen und ausmultiplizieren:

R S L L B 1 1 1 1 1 1
_r L T T T N 2 8 S22 A S L6 1T
(”” SRR R 6+7)( Rk L A R S &
x3—|— x? 1,7:5—1— L

2" T3 T4t 75

14 1

Jrz57§%6+§$7

3. Zusammenfassen:
1,13, 5 4 76,

Gesucht ist die Taylorreihe bis zur 3. Potenz um zy = 0 zur Funktion
f(x) = sin[ln(z + 1))
1. Verwendung bekannter Reihen:
2 3

oz
1 NV)=2r——+—=%...
nz+1)==x 2—1—3

. 14
sing=z— —z"=+...

3!

2. Einsetzen der ersten Reihe in die zweite:

z? 2 1 z? 2 3
T = -+ —=+... ] -= -+ =+ ... £...
3(x) (w 2+3 ) (w +3 )

Nebenrechnung:

22 ) o 2 ) (o) = (o B (ot ) e

3. Zusammenfassen:



