Mathematik I CHE.106 WS11 Gruppen 11.15-12.00 1. Ubungsblatt

1. Gegeben seien die Mengen
M = {1,4,9,16,25, 36,49, 64, ...},
Mo, = {4,6,8,9,10,12,14,15,...}.
(a) Driicken Sie M; und Ms durch Angabe einer Eigenschaft formal aus.
(b) Geben Sie M; N My an.
(c) Geben Sie My \ My und M \ M; an.
(d) Wieviele voneinander verschiedene echte Teilmengen besitzt (M7 N[0, 10]) U {0}?

2. Gegeben seien die Mengen

M =[-6,3),
My = {zx € R | z ist im Betrag grofer als 1 und kleiner als 8},
My ={zx e R |z # —4}.

(a) Stellen Sie den Durchschnitt dieser Mengen formal als Menge und auf der Zahlengerade
dar.

(b) Stellen Sie (R\ Mz) U (R\ M;) formal als Menge und auf der Zahlengerade dar.
3. Bei der Befragung einer Gruppe von SportlerInnen ergab sich folgendes Bild:

e 1 SportlerIn iibte alle erfassten Sportarten aus,

7 SportlerInnen gaben an, zumindest Schwimmen und Laufen zu betreiben,

1 SportlerIn betrieb mindestens Schwimmen und Radfahren,
e 11 SportlerInnen {ibten Laufen als Sport aus,

e die Anzahl jener, deren einziger Sport Schwimmen ist, ist doppelt so grofs wie die Anzahl
derer, die Laufen als alleinigen Sport ausgewéhlt haben,

e die Anzahl der Befragten, die keine der von der Umfrage erfassten Sportarten ausiibten,
addiert zu der Anzahl jener, die Laufen als alleinigen Sport betreiben, ergibt 4,

e die Anzahl der SportlerInnen, die nur Rad fahren, ist doppelt so grofs wie die Anzahl
jener, deren Sportarten nicht von der Umfrage erfasst werden.

e nimmt man die Anzahl der SchwimmerInnen und addiert 10, so erhilt man die Ge-
samtanzahl der befragten SportlerInnen.

(a) Wieviele SportlerInnen wurden befragt?

(b) Am Donnerstag werden alle RadfahrerInnen nochmals befragt. Wieviele Fragebogen
miissen gedruckt werden?

4. Ein Aktienpaket, das urspriinglich um 300.000 Euro gekauft wurde, erfahrt zunéchst einen
Wertzuwachs von 6 Prozent und dann einen Wertverlust von 3 Prozent. Wieviel bleibt {ibrig,
nachdem beim Verkauf 25 Prozent vom Gewinn als Aktiensteuer abgefiihrt werden? Um
wieviel Prozent hat sich das in das Aktienpaket investierte Geld schlussendlich vermehrt?

5. Zeigen Sie die folgenden Identitét mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus:

tan(2 2tan o

an(2a) = 1 —tan?a

6. Ein Ballon bewegt sich in 400 Metern Hohe auf geradlinigem Kurs. Zu Beginn wird er vom
Boden aus von einem Beobachter in 500 Metern Entfernung gesehen. Eine halbe Stunde
spater — der Beobachter hat sich inzwischen um 15° gedreht — sieht er den Ballon in gréfierer
Entfernung unter einem Hohenwinkel von 3°. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich der
Ballon?
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7. Von vier Punkten A, B, C, D in der Ebene ist folgendes bekannt:

D liegt auf der Verldngerung der Strecke durch C' und B iiber B hinaus,
die Strecke AC misst 500 Meter,

die Strecke AB misst 450 Meter,

ABCA = 60°,

ABAD = 30°.

Gesucht ist die Entfernung zwischen C' und D.

8. Von 24 Mitgliedern eines Sportvereins diirfen nur 12 an den Landesmeisterschaften teilneh-
men, der Rest feuert die eigene Mannschaft an. Wieviele verschiedene Einteilungen gibt es?

9. Bei einer Party sind 24 Personen anwesend.

(a)
(b)

()

Zu Beginn wird paarweise (Jeder mit Jedem einmal) mit Sekt angestofsen. Wie oft
erklingt das Glas?

Eine Person nimmt ihren Mantel mit auf das Sofa, die restlichen Méantel werden in
einer Reihe nebeneinander auf die Garderobe gehingt. Wieviele verschiedene Gardero-
benordnungen (Anordnungen der Méntel auf der Garderobe) sind denkbar?

Es ist bekannt, dass alle Anwesenden entweder in Osterreich, Deutschland, der Schweiz,
Ungarn oder Italien geboren wurden. Wieviele Moglichkeiten bestehen, wenn die Her-
kunft aller Personen geraten wird? Hier soll nicht nur beachtet werden, wieviele Per-
sonen aus den einzelnen Lindern kommen, sondern auch, um welche Personen es sich
handelt.

Am Ende der Party gibt es Arbeitsdienste zu verrichten: 5 Personen sollen den Boden
reinigen, 2 das Geschirr spiilen, 4 Leute den Miill entsorgen. Die restlichen Partygénger
haben sich unauffillig davongeschlichen. Wieviele Moglichkeiten gibt es, die 24 Personen
diesen Jobs zuzuordnen?

10. Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Gleichungen iiber den reellen Zahlen:

2
6
(a)w:x_1
r—2
242041
(b)w:x+1
x+1

(c) Vda?2 +2x+1—-22=0

(d) QSing = tanx



Mathematik I CHE.106 WS11 Gruppen 11.15-12.00 3. Ubungsblatt

11. Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen iiber den reellen Zahlen:

(a) 22 + 623 = 2422 + 26 + 30,
(b) 2° +22% — 23 —5x® —dax — 1 =0,

()

|x+5|+1‘|z+4|0.

12. Gegeben sei
(6 —i)(3+51)
1+ '

(a) Berechnen und vereinfachen Sie 2z und 22.

(b) Geben Sie den Realteil, den Imaginérteil und den Betrag von z an und stellen Sie z in
der komplexen Zahlenebene dar.

(c) Geben Sie ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffizienten an, das z als Nullstelle
besitzt.
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13. Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen z, die
2% =125
erfiillen.
14. Losen Sie folgende Ungleichungen:

(a) |z 44 + 3]z — 1] < |z + 7,
(b) ° + 62* + 132° + 152 + 102 > —3,

(c)

22—
r+6

1
< [3z+5|.

15. Man faktorisiere 2'° — 50 soweit wie moglich.
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16. Finden Sie alle komplexen Zahlen z, die die folgende Gleichung erfiillen. Geben Sie zusétzlich
Real- und Imaginérteil der Losungen an.
22+ (=1 +4i)z+42 —5i
22— (3+4i)z — 3

=1

17. Gegeben sind die Funktionen f, g, und h von R nach R, wobei
(a) f(z) = V4a? — 162 + 16,
(b) g(z) = 2sin(x — 3),
(c) h(x) =2+ 5.

Stellen Sie (ohne Verwendung der Differentialrechnung) fiir f, g, und h jeweils fest, ob die
Funktion

e injektiv, surjektiv, bijektiv,

e beschrinkt, nach oben beschrinkt, nach unten beschrinkt,

(streng) monoton wachsend oder fallend,

gerade oder ungerade,

periodisch ist.
e Bilden Sie die Umkehrabbildung der Funktion, falls moglich.
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18. Sei
23 —622+9x—4

3 =222 —Tx—4

f:D =R f(z) =

(a) Bestimmen Sie die groftmogliche Definitionsmenge D

(b) Bestimmen Sie lim, o f(2).

(c) Bestimmen Sie lim,_,o f(2).

(d) Bestimmen Sie lim, f(z) und lim,, - f(x) fir alle zp € R\ D.

(e) An welchen Punkten ist f stetig? Wo ist f stetig erginzbar?

19. Welche der folgenden Grenzwerte reeller Funktionen existieren? Berechnen Sie diese gegebe-
nenfalls.

(a) lim,_,o+ vVa® — 422% lim,_,o- V2° — 422*, lim,_,o Va°® — 422*
(b) lim /a3 + 222+ 2 — Va3 + 22 + x.
Tr—r00
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20. Seien A = (16,9,1) und B = (21, 14,26). Der Punkt C' teilt die Strecke AB im Verhéltnis
2 : 3. Berechnen Sie die Koordinaten von C'.

21. Sei h die durch
2

5
=4 +X|-2
7 3

gegebene Gerade. Man bestimme alle a € R, sodass die Gerade g durch A = (0,10,a) und
B = (—2,14,16) einen Schnittpunkt mit der Geraden g besitzt. Man bestimme diesen.

22. Man bestimme den Schnitt der beiden Ebenen

2 3 4
e1:Z | 14 +A[18) +pf 14
-2 0 -5
6 0 5
ea @ 1 +A[19) +p]| 2

-7 5) -5
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23.

24.

25.

26.

Bestimmen Sie den Inkreismittelpunkt und den Inkreisradius des Dreiecks mit den Eckpunk-
ten A =(21,71), B = (21,—29), C = (0,—1).

Das Kohlenstoffisotop C* ist radioaktiv und zerfillt nach dem Gesetz f(t) = f(0) - e~ ™,
wobei t die Zeit in Jahren ist. Man weifs, dass nach 5760 Jahren nur mehr die Hilfte der
Ausgangssubstanz vorhanden ist (Halbwertszeit). Wie grof ist A? Nach wie vielen Jahren
hat sich die Ausgangssubstanz um 10 % verringert?

Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden Gleichungen:
(a) €8% 4 4e3% —12e722 =0

(b) (In(z))? + In(z) — 2In(e®) =0
Berechnen Sie ohne Taschenrechner:

(a) ﬁ + %log2(64e_3)

(b) Vel

PER)

(c) 1n(\/ac§) — In(z5)
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27. Zeigen Sie, dass fiir z, y € R die Identitét

tanh x + tanhy
tanh =
anh(z +y) 1+ tanhz tanhy

gilt.

28. Stellen Sie arcoth durch den natiirlichen Logarithmus dar. (Die Umkehrfunktion von coth
heiftt arcoth, wobei cothz = cosh(x)/ sinh(z))

29. (a) Man bestimme den Abstand des Punktes A = (26,0, —13) von der Ebene 22 —y — 2z =
—30.
(b) Man bestimme den Abstand des Punktes B = (12,22,16) von der Geraden
26 2

X = 0 +A| -1
—13 -2
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30. Berechnen Sie folgende Wurzel und stellen Sie alle Losungen in der komplexen Zahlenebene

dar:
v/ —243
31. Differenzieren Sie folgende Funktionen:

(a) f(z) = (32" + 2)3

(b) f(z) = ¢/sin(2z — 1) + 322

() flz) =Y~

(d) f(z) = (z+1)In(Z +2)

(e) f(z) = exp(sinh(2z) 4 arcosh(52z))

() fz)=(2°)"

32. Bestimmen Sie die Halbachsenlangen und den Abstand der Brennpunkte der Ellipse
322 4+ 27y? — 27 = 0.
Schneiden Sie dann die Ellipse mit der Geraden g : y = sz — 1.

33. Untersuchen Sie die Funktion f : R? — R auf Stetigkeit, wobei

f(l' y) _ (zgzﬁ_ﬁa fuI‘ ('Tay) 7& (an)a
’ 0, fiir (z,y) = (0,0)



Mathematik I CHE.106 WS11 Gruppen 11.15-12.00 11. Ubungsblatt

34. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

sinhx — tanh 222 1 1
lim — b) lim —— li —
(a) 250 7 —sinhz (b) 00 043 (c) minlé In(3z) In(—1+ 9z — 922)
: tan e .
(d) ili%(mt x) (e) :ll—>mo 3 +3 (f) :ll—>mo x cothz
35. Entwickeln Sie die Funktion
f(x) = arctan vl
T +3
um xo = —2 in eine Taylorreihe bis zu den Gliedern zweiter Ordnung (d.h. bestimmen Sie

die ersten drei Glieder dieser Reihe).

36. Fiihren Sie auf rechnerischem Wege eine Kurvendiskussion der folgenden beiden Funktionen
durch (gehen Sie insbesondere auf die folgenden Punkte ein: Definitionsbereich, Nullstellen,
lokale und globale Extrema, Wendepunkte, Monotonie, Kriimmungsverhalten, Verhalten am
Rande des Definitionsbereichs, Stetigkeit) und fertigen Sie eine Skizze an.

(@ 1) ="t

() () =0 4a?



Mathematik I CHE.106 WS11 Gruppen 11.15-12.00

12. Ubungsblatt
37. Berechnen Sie die Tangentialebene der Fliche f(z,y) = 152 + 13y* im Punkt (1,1) und
bestimmen Sie die Richtung des starksten Anstiegs.

38. Bestimmen Sie alle stationidren Punkte der Funktion

1.2 y3
== _3 LA
f(z,y) 5 Syt

39. Berechnen Sie die Jacobimatrix der Funktion f : R3 — R? mit

2y? + sinh 2

= (1),
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40. Bestimmen Sie folgende Integrale nur mit aus der Vorlesung bekannten Mitteln:

a) [z+In{zde

3

b) [y z* + 2" du
2 2244244

o) fo FEEde

41. Bestimmen Sie jeweils die Fliche zwischen den beiden Funktionen bzw. Kurven:

a) f(z)=—2%+2z und g(z) =x
b) y? =2x und y? = /2 +4

42. Berechnen Sie die Bogenldnge der Funktion
f(z) = cosh(x)

zwischen zo = 0 und z; = In(4 + V/17).

// 2y dz dy,
B

wobei B von den Geraden 4z = —1 4y, x = 4y — 4 und von der Hyperbel xy = 3 begrenzt
wird und ganz iiberhalb der x-Achse liegt.

43. Berechnen Sie



