
98. Für eine Permutation π ∈ Sn definiert man die zugehörige Permutationsmatrix Pπ als

Pπ = (eπ(1), . . . , eπ(n)),

wobei die e1, . . . , en wie üblich die Standardbasis des Kn sind.

(a) Zeigen Sie, dass für σ, π ∈ Sn die zugehörigen Permutationsmatrizen die Gleichung
PσPπ = Pσ◦π erfüllen.

(b) Zeigen Sie, dass detPπ = signπ gilt.

(c) Sei A ∈ Kn×n. Beschreiben Sie, was die Multiplikation einer Matrix A mit einer Per-
mutationsmatrix Pπ von links bzw. von rechts bewirkt.

Lösung. Wir benutzen die Iverson-Notation

[expr ] =

{

1, wenn expr wahr ist,

0, wenn expr falsch ist.

Das ist also eine Variante des Kronecker-Deltas, es gilt δij = [i = j].
Damit ist ek = ([j = k])1≤j≤n und

Pπ = ([i = π(j)])1≤i≤n
1≤j≤n

.

1. Es gilt

PσPπ =





n
∑

j=1

[i = σ(j)][j = π(k)]





1≤i≤n
1≤k≤n

= ([i = σ(π(k))])1≤i≤n
1≤k≤n

= ([i = σ ◦ π(k)])1≤i≤n
1≤k≤n

= Pσ◦π .

2. Nach der Leibnizschen Determinantenformel gilt

detPπ =
∑

σ∈Sn

signσ

n
∏

i=1

[i = π(σ(i))] = signπ−1,

weil nur jener Summand mit i = π(σ(i)) für alle i ungleich 0 ist. Wegen sign π−1 = sign π

folgt die Behauptung.

3. Die Matrix A habe die Zeilen a1, . . . , an und die Zeilen bt
1,. . . , bt

n. Wir berechnen (via
Matrizenblockmultiplikation)

PπA = ([i = π(j)])1≤i≤n
1≤j≤n

(aj)1≤j≤n =





n
∑

j=1

[i = π(j)]aj





1≤i≤n

= (aπ−1(i))1≤i≤n,

es werden also die Zeilen von A entsprechend π−1 permutiert.

Wir berechnen nun

APπ = (bi)
t
1≤i≤n ([i = π(j)])1≤i≤n

1≤j≤n

=

(

n
∑

i=1

bi[i = π(j)]

)t

1≤j≤n

= (bπ(j))
t
1≤j≤n,

es werden also die Spalten von A entsprechend π permutiert.
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