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WS 2000/2001

Rucksackprobleme

n Gegenstande mit Gewichten a; und Nutz-
werten ¢;, 1 <1< mn,

Eine obere Grenze A fiur das Gesamt-
gewicht.

Gegeben:

Binares Rucksackproblem

Welche Gegenstande sollten eingepackt werden,
Frage: sodaB das Gesamtgewicht B nich iiberschritten
wird und der Gesamtnutzen maximiert wird?

1 Gegenst. ¢ wird eingepackt

Entscheidungsvariablen: x; = { 0 sonst

max Y g CiTi
_ udNB
IP-Modell: S a < A

x; € {0,1}, Vi=1,2,...,n

Ganzzahliges Rucksackproblem

Wieviele Exemplare pro Gegenstand sollten
eingepackt werden, sodaBl das Gesamtgewicht
B nich Uberschritten wird und der Gesamt-
nutzen maximiert wird?

Frage:

Entscheidungsvariablen: x; — Anzahl der Exemplare
von Gegenstand : die eingepackt werden.

max Y i CiTi
_ udNB
IP-Modell: S gz < A

€27 Vi=1,2,...,n
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Das Multidimensionale Rucksackproblem

Zusatzlich gegeben:

Die Volumina b; der Gegenstande und eine obere Grenze
B fur das Gesamtvolumen.

Gleiche Entscheidungsvariablen z;, 1 = 1,2,...,n.
max > | CiTi
udNB

IP-Modell: i=1 @iti < A

r; €2t Vi=1,2,....n

Das 0-1 Multidimensionale Rucksackproblem mit
zusatzlichen " multiple choice” Restriktionen

Zusatzlich gegeben:

Eine Aufteilung der Gegenstande in p Teilmengen
{1,2,...,n1}, {ni+1,n1+2,...,n1 +n2}, ...,
{mi+...+np1+1,nm+...+np1+2,...,n14+...4+n,},

wobei ny +no+ ...+ n, =n

Zusatzlich gesucht: daB pro Teilmenge genau ein Gegen-
stand eingepackt wird.

Zusatzliche Restriktionen:

x1+zo+...+x, =1
xn1—|—l+xn1+2+---+mn1+n2 =1

Loy dnototn, i +1 T Toidnoddn, 42 T -+ Toydnodoodn, 40, = 1
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Mengendeckung-Probleme (Set covering problems)
Ein Lieferung-und-Routing-Problem (A vehicle routing problem)

Gegeben: Ein Depot, mehrere LKW, und m Kunden,
die beliefert werden sollten.

Transportkosten c¢;; (Zeit oder Entfernung) fiir jedes
Paar (7,7) wobei 7,7 — Depot oder Kundenstandort
Bedarf d; fiir jeden Kunden ¢ (in Tonen)

Kapazitat a; (in Tonen) fiir jedes LKW k

Eine obere Grenze fir die taglich zuriickgelegte Ent-
fernung pro LKW

Gesucht: Eine Aufteilung der Kunden in Gruppen,
sodall jede Kundengruppe von einem LKW in einer
Depot-Kunden-Depot Route beliefert wird und die Gesamt-
kosten minimiert werden.

Ein Losungsweg:

1. Erzeuge eine Menge J von zulassigen "guten”

Routen. Sei n := |J|. Seien ¢; die Kosten der Route
7.
. . ] 1 Route j besucht Kunde ?
Seli Qij «—
o) sonst

2. Wahle eine kostenminimale Teilmenge J' C J mit
Hilfe deren Routen alle Kunden beliefert werden konnen.

Entscheidungsvariablen:
R { 1 Route 5 wird implementiert
J

0 sonst ) =120,m

min D=1 CiT;
udNB
Z?=1aij$j21 Vi:l,Q,...,n

z;€{0,1} Vji=1,2,...,n

Modell:

Eine Anwendung: Flugpersonal-Scheduling-Probleme
(airline crew scheduling)
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Mengenpackung-Probleme (Set packing problems)

A€ {0,1}™", e=(1,1,...,1)", w,c € {0,1}"

Input:
max cte
] udNB
Das allgemeine Modell: Az < e
T € {O, 1}n

Beispiel: Ein Treffen-Scheduling Problem

Gegeben: n Treffen, die jeweils 1 Stunde dauern und
in einer Woche einzuplanen sind.

T einstindige Zeitintervalle in denen Treffen stattfinden
konnen.

k Treffenteilnehmer insgesamt.

Gesucht: Eine Zuordnung der moglichen
Zeitintervalle zu den Treffen, sodall soviele Treffen wie
moglich konfliktfrei eingehalten werden konnen.

1 Teilnehmer ¢ muB in Treffen 5 teilnehmen
0 sonst
Vi=1,2,...,k, V3 =1,2,...,n

Seij Q5 -—

Entscheidungsvariablen:

I { 1 Treffen 5 findet im Zeitintervall t statt
it t=

0 sonst
Vy=1,2,...,n, Vti=1,2,...,T
. T T
min ijl Y i1 Tt

udNB
Z?:laijmjtgl Vi=1,2,...,n, Vi=1,2,...

x; € {0,1} Vi=1,2,...,n, Vt=1,2,...

Modell:
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Partition-Probleme (Set partitioning problems)

Ae {0, 1}, e=(1,1,..., 1)}, xz,c € {0,1}"

m

Input:

max ctx

udNB

Das allgemeine Modell: Ay — e

xz € {0,1}"

Beispiel: m Verkaufszonen missen in Verkaufsgebieten
organisiert werden, sodal3 jedes Gebiet von einem Verkaufs-
beauftragten betreut werden kann.

Ein Losungsweg:

1. Generiere eine Liste von vielen (n) mdglichen guten
Verkaufsgebieten (jedes Gebiet besteht aus mehreren
Verkaufszonen).

Seien ¢; die Kosten flir das zusammenschlieBen der
entsprechenden Verkaufszonen in Verkaugsgebiet j
1 Verkaufsgebiet 5 schlieBt Zone 5 ein
0 sonst

Vi=1,2,....m,Vy=1,2,....n

Sei Qi =

2. Entscheide welche Verkaufsgebiete tatsachlich imple-
mentiert werden sollten

Entscheidungsvariablen:

._J 1 Verkaufsgebiet 3 wird implementiert -
'_{O const Vi=1,2,...,n
min D=1 %
udNB
Modell: Z?:l ajx; =1 Ve=1,2,...,m

z;€{0,1} Vj=1,2,...,n
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Standortprobleme (Location problems)

Gegeben: n Kunden, die beliefert werden sollten.

d; — Bedarf von Kunden z.

m Kandidatstandorte fiur Lagerhauser.

f; — Kosten fiur die Errichtung eines Lagerhauses in
Standort ;.

k; — Kapazitat des in Standort y errichteten
Lagerhauses.

c;;j — Transportkosten vom Standort 3 zum Kunden <
(pro Produkteinheit)

Gesucht: Die tatsachlichen Standorte der Lagerhauser
und ein Transportplan, sodalB der Bedarf aller

Kunden erfiillt ist und die Gesamkosten (Errichtungs-
und Transportkosten) minimiert werden.

Entscheidungsvariablen:

~.__J 1 in Standort 5 wird ein Lagerhaus errichtet
Yi=Y o sonst

Vi=1,2,...,m
~_Menge der Produkte die vom Lagerhaus 3 zum

i T Kunden i geliefert werden

Vi=1,2,...,n, Vy=1,2,...,m

min Z?:l ij] + E?:l Z;n=l CijTij
udNB
2z @i Skiyy Vi=1,2,...,m

Modell: T >di Vi=1,2,...,n
y; € {0,1} Vj=1,2,...,m
zi; >0 Vi=1,2,...,n,V)=1,2,...,m
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Das Rundreiseproblem (The travelling salesman
problem - TSP)

Ein Vortragender soll in n Stadten Vortrage halten. In
welcher Reihenfolge besucht er diese Stadte hintere-
inander, ohne eine Stadt zweimal zu betreten, sodal3
die zurickgelegte Gesamtentfernung minimal wird?

Gegeben: Die Distanzmatrix D = (d;;),
d;; — entfernung zwischen Stadt < und Stadt j.

Gesucht: Eine kostenminimale Tour (Rundreise) durch
alle Stadte, d.h. eine zyklische Permutation

¢ = (1,41,%2,...,0n, 1).
Tourldnge d(¢) = > i, dige)

Sei §,, die Menge aller Permutationen von 1,2,...,n

Modell: min d;p(i
¢zyk|isch7¢esn; 9 ()

D (a)symmetrisch & (a)symmetrisches Rundreiseproblem
Untere Schranken fur das TSP:
Der asymetrische Fall:

PES, ; ) = P Zyk”SCh,quSn; ?(0)

Der optimale Zielfunktionswert des linearen
Zuordnungsproblems ist eine untere Schranke flur den
optimalen Zielfunktionswert des TSPs.



Math. Modelle in den Wirtschaftswissenschaften
WS 2000/2001

Das Rundreiseproblem (Fortsetzung)

Der symmetrische Fall: Das 1-Baum Problem

Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zweifach
zusammenhangender Graph mit V = {1,2,...,n}.

Ein 1-Baum in G ist ein spannender Baum im Unter-
graphen, der von V' \{1} aufgespannt wird, zusammen
mit zwei beliebigen Kanten, die mit dem Knoten 1
indizieren.

Jede Tour ist ein 1-Baum, unabhangig davon welcher
Knoten im Graphen als ausgezeichneter Knoten " 1"
gewahlt wird.

D.h. die optimale (minimale) Lange eines 1-Baumes
ist eine untere Schranke fur den optimalen Zielfunk-
tionswert des TSPs.

Ein 1-Baum mit minimaler Gesamtlange kann mit dem
Greedy-Algorithmus bestimmt werden.
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Das quadratische Zuordnungsproblem (The
quadratic assighment problem - QAP)

Gegeben: n Standorte und deren Distanzmatrix A = (ai;);
a;; - Entfernung zwischen Standort 2 und j.

n Einrichtungen, die in den n Standorten errichtet werden
sollten, sowie ihre FluBmatrix B = (b;;);

b;j - FluB der Materialien (Menschen, Information), der pro
Zeiteinheit von Einrichtung ¢z nach Einrichtung 5 flieB3t.

Gesucht: Eine Zuordnung der Einrichtungen zu den
Standorten, sodalB die zurlckgelegte Gesamtentfernung
der Materialien (Menschen, Info) pro Zeiteinheit minimiert
wird.

¢ € S, spezifiziert eine Zuordnung der Einrichtungen
zu den Standorten.

asie(j)bij — die vom FluB von z nach j zurlickgelegte
Entfernung

D=1 Qh()g(i)bij — zurlickgelegte Gesamtentfernung

Modell: min b
PES, .Zl Ap(i)p(5) Vini
Z,]:

Das TSP ist ein Spezialfall des QAPs:

min d; sy = Mindyyg)bis
¢ Zyklisch,qgegn; P(0) T pes, PG
1 (i,7) =(n,1)oder:=1,2,...n—1und j=1i+4+1

wobel bij = { 0 sonst
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Das quadratische Zuordnungsproblem
(Fortsetzung)

Alternatives Modell:

Entscheidungsvariablen:

~.__ ) 1 Standort ¢ wird Einrichtung 5 zugeordnet
i 0 sonst

Vi, 7 =1,2,...,n
. n n
min D im1 D j=1 @ijbijTij

udNB
?zliUij:l Vi=1,2,...,n

Z;nzla:ijz 1 Vi=1,2,...,n
:cijE{O,l} Vi, 7 =1,2,...,n,



