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Graphentheoretische Algorithmen SS 2002
4. Ubungsblatt

Ein pathologisches Beispiel fiir den Labeling-Algorithmus.

(a) Sei G das Netzwerk aus Abbildung 2a mit Kanten a, b, ¢ und d und Kantenkapazitéiten 1, co,
V2 bzw. co. Zeigen Sie, daB es fiir dieses Netzwerk eine unendliche Folge von augmentierenden
(nicht Knoten-einfachen) Wegen P,, mit Kapazititen ¢, gibt, sodaBl > >°; ¢, = v gilt, wobei v
der Wert eines maximalen Flufles in G ist.

(b) Sei G das Netzwerk aus Abbildung 2b mit Kanten a, b, ¢, d und e und Kantenkapazititen 1, oo,
V2, 00 bzw. 1. Zeigen Sie, daB es fiir dieses Netzwerk eine unendliche Folge von augmentierenden
(nicht Knoten-einfachen) Wegen P,, mit Kapazititen ¢, gibt, soda§ > 2, ¢, # v gilt, wobei v
der Wert eines maximalen Flusses in G ist.

(c) Sei G das Netzwerk aus Abbildung 2c. Zusitzlich zu den gezeichneten Kanten, gibt es Kanten
mit unendlicher Kapazitit zwischen je 2 Knoten aus {1,2,3,4} und zwischen je zwei Knoten
aus {1',2',3',4'}. Zeigen Sie, daBl jeder augmentierende Weg aus (b) einem augmentierenden
Weg in G entspricht. Somit fithrt der Markierungslgorithmus in diesem Fall unendlich viele
Augmentierungen aus und der Flufiwert konvergiert nicht gegen den optimalen Wert.

Verwenden Sie den Labeling-Algorithmus, um einen maximalen Fluf} in dem ungerichteten Graphen
aus Abbildung 1 zu bestimmen. Beachten Sie, dal der Fluf} enlang einer ungerichteten Kante in bei-
den Richtungen fliessen kann und die Kapazitét einer ungerichteten Kante fiir beide Fluirichtungen
gilt. Zeichnen Sie nach jedem Augmentierungsschritt das Inkrementnetzwerk und spezifizieren Sie
den nach der Terminierung des Algorithmus erzeugten minimalen Schnitt.

Angenommen, es liegt eine optimale Losung des maximalen FluBproblems (MFP) in einem gerich-
teten Netzwerk G = (V, E, ¢;j) mit ganzzahligen Kantenkapazitéiten vor.

(a) Es wird festgestellt, daf§ die Kapazitit einer Kante (i,7) um k Einheiten unterschitzt wurde.
Zeigen Sie, daBl das MFP im aktualisierten Netzwerk mit Hilfe des Markierungsalgorithmus in
O(mk) Zeit gelost werden kann.

(b) Angenommen die Kapazitit einer Kante (i, j) wurde um k Einheiten iiberschitzt. Wie wiirden
Sie das MFP in dem aktualisierten Netwerk in O(mk) Zeit 16sen?

Sicherheit von statistischen Daten. (Kelly, Golden, Assad [1990], Gusfield [1988].)

Das amerikanische Volkszihlungsamt (U.S. Census Bureau) veroffentlicht Tabellen mit Daten aus
den Volkszihlungen. Sei D = (d;;) mit d;; > 0 fir alle 1 <7 < p, 1 < j < g, eine p x ¢ Tabelle.
Bezeichne r (i) bzw. ¢(j) die Summe der Eintrige in der i-ten Zeile bzw. in der j-ten Spalte. Es wird
angenommen, dafi r; > 0 fir alle 1 <7 <pund ¢; > 0 fiir alle 1 < j < g gilt. Das Census Bureau gibt
die Summen (i), 1 < i < p, und ¢(j), 1 < j < ¢, und auch einige Eintrige der Matrix D bekannt,
mochte aber dennoch der Vertraulichkeit wegen einige Eintréige fiir sich behalten. Sei Y die Men-
ge der bekanntgegebenen Eintrige. Gegebenenfalls konnte der Wert eines nicht bekanntgegebenen
Eintrages mit Hilfe der Summenwerte und der bekanntgegebenen Eintrige ermittelt werden. Dies
ist dann und nur dann der Fall, wenn nur ein einziger Wert des nicht bekanntgegebenen Eintrages
mit den bekanntgegebenen Eintrigen und Summenwerten konsistent ist. So ein Eintrag, dessen Wert
ermittelt werden kann, heifit ungeschiitzt. Entwicklen Sie einen polynomialen Algorithmus um alle
ungeschiitzten Eintrége in D zu identifizieren.

Das Engpafl-Transportproblem (ETP). (Ahuja 1986.)

Das Transportproblem ist ein Spezialfall des minimalen KostenfluBproblems in G = (V, E, u;j, ¢;;)
bei dem die Knotenmenge V' in zwei Teilmengen V7 und V5 partitioniert werden kann (V; UVe =V,
ViNVy = ), sodaBl alle v € V5 Vorratsknoten und alle v € V5, Bedarfsknoten sind. Weiters gilt
E = {(i,j):¢ € Viund j € Vo} und u;; := oo fiir alle (¢,j) € E. Bei ETP wird ein ganzzahliger
zuléissiger FluB = = (;5)(; j)er gesucht, der die Zielfunktion max{c;;x;;: (4,7) € E} minimiert.
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(a) Betrachten Sie folgende relaxierte Version des ETP. Sei A > 0 ein Parameter. Gibt es einen
zuldssigen FluB8 = in G, der die Ungleichung max{c;jz;;: (¢,7) € E} < X erfiillt? Wie wiirden
Sie dieses Problem 16sen?

(b) Verwenden Sie das relaxierte Problem aus (a), um einen polynomialen Algorithmus fiir das ETP
zu entwicklen. Welche Laufzeit hat Ihrer Algorithmus?

Angenommen in einem maximalen Fluproblem gibt es zusétzlich zu den Kantenkapazititen auch
Knotenkapazitidten. Die Kapazitit eines Knoten ist eine obere Schranke fiir den Wert des Flusses, der
in diesen Knoten hineinfliefen kann. Gesucht wird ein maximaler Fluf8}, der die Fluflerhaltungsbedin-
gungen und die Kapazitdtbedingungen bzgl. Knoten und Kanten erfiillt. Transformieren Sie dieses
Problem auf das maximale Flufiproblem. Wie ist die Komplexitét dieses Problems im Vergleich zur
Komplexitit des klassischen maximalen FluBprobnlems aus theoretischer Sicht?

Bestimmen Sie in den Netzwerken aus den Abbildungen 3a und 3b jeweils einen maximalen Flufl von
der Quelle zur Senke und einen minimalen Schnitt. Verwenden Sie dazu ein Verfahren IThrer Wahl.

Bestimmen Sie in den Netzwerken aus Abbildung 4a bzw. 4b unter Verwendung einer in der Vorlesung
behandelten Methode einen maximalen Flufl von der Quelle zur Senke mit minimalen Kosten.

Uberpriifen Sie, ob der in Abbildung 5 gegebene FluB von s nach ¢ ein maximaler FluB ist und
gegebenenfalls ob es sich um einen maximalen Flufl mit minimalen Kosten handelt.

Abbildung 3a Abbildung 3b

Abbildung 4b Kosten,Kapazitét,}
Abbildung 5

Abbildung 4a
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