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Graphentheoretische Algorithmen SS 2002
2. Ubungsblatt

Fiir einen ungerichteten Graph G = (V, E) ist der zugehorige Komplementgraph G¢ = (V, E€) durch
folgende Bedingung definiert:

{u,v} € E° genau dann wenn {u,v} ¢ E.

(a) Bestimmen Sie die Komplementgraphen der Graphen C3, Cy, Cs und Cg, d.h. der Kreise mit
3, 4, 5 bzw. 6 Knoten.

(b) Zeigen Sie: Wenn ein ungerichteter Graph G mit mindestens 3 Knoten nicht zusammenhéngend
ist, dann ist G¢ zusammenhingend.

Die Schnitt-Optimalititsbedingung. Sei G = (V, E) ein Graph und 7' = (V(T), E(T)) ein
spannender Baum in G. Sei e € E(T') eine Kante des Baums 7. Wenn eine Kante e in T' gel6scht
wird, dann zerfillt 7" in zwei Zusammenhangskomponenten deren Knotenmengen wir mit V, und
V' \ Ve bezeichnen. Wir bezeichnen mit C, den Schnitt §(V;) = {e = (u,v) € E:u € V,,v € V \ V. }.
Beweisen Sie folgende Aussage: T ist ein minimaler spannender Baum in G dann und nur dann wenn
ce < ¢p fiir alle Kanten p € C, und fiir jede Kante e € E(T) gilt.

Die Weg-Optimalititsbedingung. Sei G = (V, E) ein Graph und T' = (V(T'), E(T)) ein span-
nender Baum in G. Sei e = (u,v) € E \ E(T). Wir bezeichnen mit P, den eindeutigen (u,v)-Weg in
T. Beweisen Sie folgende Aussage: T ist ein minimaler spannender Baum in G dann und nur dann
wenn ¢, > ¢, fiir alle Kanten p € P, und fiir jede Kante e € E '\ E(T) gilt.

Sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph dessen Kanten blau oder rot gefirbt sind. Sei T ein
spannender Baum mit & roten Kanten und 7" ein spannender Baum mit &' (k' > k) roten Kanten
in G. Zeigen Sie, daf} es fiir jedes k", k < k" < k', einen spannenden Baum mit k" roten Kanten in
G gibt.

(Fiir Ambitionierte und besonderes Interessierte.) Sei G = (V, E, ¢) ein zusammenhihngender, kan-
tengewichteter Graph mit Kantengewichten c., e € E, und n := |V|. Betrachten Sie den Spannbaum-
graph T(G) = (T,€) von G. T ist die Menge aller spannenden Biume von G und zwei spannende
Biaume 7" und 7" sind durch eine Kante in £ genau dann verbunden, wenn |E(T')AE(T")| = 2,
wobei E(T") und E(T") die Mengen der Kanten von 7" bzw. T" sind. (AAB ist die symmetrische
Differenz von zwei gegebenen Mengen A und B, i.e. AAB = {z:z € A,z ¢ B oder z ¢ A,z € B}.)
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) T(G) ist zusammenhingend mit Diameter diam (7 (G)) <n — 1.

(b) Die Menge der minimalen spannenden Biume von G induziert einen zusammenhingenden Sub-
graphen von 7 (G).

Parametrische Analyse von minimalen spannenden Bdumen. Sei G = (V, E) ein zusam-
menhingender gewichteter Graph dessen Kantengewichte als affin-lineare Funktionen eines Parame-
ters A gegeben sind: c.(\) = ¢ + Ac¥, Ve € E. Bezeichne mit (G, c) den gewichteten Graphen G mit
Kantengewichten ¢ = (c¢). Sei T? ein minimaler spannender Baum in (G, c())).

(a) Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussage: Es gibt eine Konstante k¥ € IN, sodass T* ein
minimaler oder maximaler spannender Baum in (G, c¢*) ist, fiir alle A > k bzw. A\ < —k.

(b) Betrachten wir ein beliebiges X € R. Zeigen Sie, daB es zwei Parametern A, A mit A < A gibt,
soda T ein minimaler spannender Baum in (G, c())) fiir alle A € [, \] ist.

(c) Entwerfen Sie einen Algorithmus zur Bestimmung eines minimalen spannenden Biumen 7 fiir

jedes A € R.
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Das spannende Baumproblem mit Engpaflzielfunktion. Gegeben sei ein zusammenhingen-
der Graph G = (V, E) mit Kantengewichten c., e € E. Gesucht ist ein spannender Baum 7' =
(V(T), E(T)), sodal max,cp(r) cc minimiert wird. Zeigen Sie, da$§ jede optimale Losung des klas-
sischen minimalen spannenden Baumproblems in G auch eine optimale Losung des spannenden
Baumproblems mit Engpafzielfunktion in G ist. Ist die Umkehrung korrekt? Begriinden Sie Thre
Antwort.

Sei G = (V, E) ein Graph mit Kantengewichten ce, e € E. Fiir jede Kante e fithren wir die Menge
M. :={f:f € E,cy < ce} ein. Sei ey € E folgendermaflen gegeben:

eo € argmin{c.: e € E, M, enthilt die Kantenmenge eines spannenden Baumes in G} .

Zeigen Sie, daB c., der optimale Zielfunktionswert fiir das spannende Baumproblem mit Engpaf}-
zielfunktion in @ ist. Niitzen Sie den obigen Sachverhalt um einen Algorithmus fiir das spannende
Baumproblem mit Engpafzielfunktion zu entwickeln.

Bestimmen Sie einen minimalen spannenden Baum in dem Graphen aus untenstehender Abbildung

(a) mit dem Greedy-Verfahren von Kruskal,

(b) mit dem Verfahren von Prim.

Sei G = (V,E) ein gewichteter Graph mit beliebigen reellwertigen Kantengewichten. Entwerfen
Sie einen Algorithmus zur Bestimmung eines spannenden zusammenhéingenden Untergraphen H =
(V(H),E(H)) mit minimalem Gewicht in G.

Zeigen Sie, daf} es fiir jedes minimale spannende Baumproblem P in einem zusammenhihgenden
Graphen mit beliebigen reellwertigen Kantengewichten ein minimales spannendes Baumproblem P;
in einem zusammenhihgenden Graphen mit nicht-negativen Kantengewichten gibt, sodal P und P,
dquivalent sind.



