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2. Gegeben sei die Kurve im R? mit

x(t) =t, y(t) = vV1—1t2, 2(t) =

Berechnen Sie die Bogenlénge fiir 0 <t < 1/2.

Losung.

Die Bogenlénge L fiir 0 < ¢ < 1/2 wird mit Hilfe folgender Formel berechnet:
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Fiir die Ableitungen (), y(t), 2(t) gelten folgende Beziehungen:
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Daraus folgt:
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Die letzte Gleichung gilt, weil fiir 0 < ¢ < 1/2 der Ausdruck ¢? — 2 negativ und der
Ausdruck 1 — % positiv ist (es gilt ja 0 < ¢* < 1/4).

Setzt man in (1) ein, so erhélt man:
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Wir berechnen zuerst das unbestimmte Integral I := f i 2alt
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Fiir die Kurvenldnge L erhédlt man dann:
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3. Berechnen Sie (unter Angabe aller Zwischenschritte) Kriimmung und Torsion fiir
die folgenden Kurve im R3:

x(t) = %(1 +cost), y(t)= %sint, 2(t) = %(1 — cost).

Ferner sollen jene Werte des Parameters ¢t bestimmt werden fiir die die Kriimmung
ein Maximum bzw. ein Minimum annimmt.

Losung.

Die Kriimmung s bzw. die Torsion 7 sind durch folgende Formeln gegeben:
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wobei Z, Z, und Z die Vektoren der 1., 2., bzw. 3. Ableitungen nach dem Kurven-

parameter ¢ sind, und (ZE Z, x) das Spatprodukt der Vektoren 7, ¥, & bezeichnet.
Die Vektoren der Ableitungen sind folgendermaflen gegeben:
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Man erhélt nun fiir |Z]], |Z]|, (Z,Z) und (%, Z, T) folgende Bezichungen:
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Die Determinante in (4) ist gleich 0 weil die 1. und die 3. Zeile der Matrix linear
abhéngig sind (die 3. Zeile erhdlt man aus der 1. Zeile durch eine Multiplikation mit
—1).



Durch Einsetzen in (2) bzw. (3) erhélt man:
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sowie 7 = 0.

Weiters sollen die Werte des Parameters ¢ bestimmt werden, fiir die die Kriitmmung
ein Maximum bzw. eine Minimum annimmt. Zu diesem Zweck berechnen wir die 1.
Ableitung der Kriimmung und setzen diese Null:
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Aus k' = 0 folgt sintcost = 0. Die Nullstellen der sin-Funktion sind z;, = k7 und

die Nullstellen der cos-Funktion sind y, = k7 + 7, wobei k eine ganze Zahl ist. Um

zu bestimmen ob xy, y, fir £k = 0,4+1,+2,..., Extrema sind, berechnen wir den

Wert der 2. Ableitung «” fiir 25 und fiir yy:
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Setzt man t = x bzw. t = y;, ein, so erhélt man:
K" (1) = —3v/8cos’ kr = —3v/8 < 0 (5)
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Aus (5) folgt, daB bei x;, ein lokales Maximum vorliegt, fiir alle ganze Zahlen &, und
aus (6) folgt, daf bei y, ein lokales Minimum vorliegt, fiir alle ganze Zahlen k.
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