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3. April 2009 - Losungen

2. Wo nimmt die Funktion f(x,y, z) = zyz auf der abgeschlossenen Kugel B = {(z, vy, 2) |
22 +y? + 22 < 1} ihr Maximum an?

Losung.

Die Funktion f(z,y,z) = zyz ist stetig und nimmt daher auf einem abgeschosse-
nen und beschrinkten Bereich ihr Maximum (sowie auch ihr Minimum) an. Das
Maximum wird entweder in einem inneren Punkt der Kugel, d.h. in einem Punkt
(7,y,2) € R3 mit 22 +y?+22 < 1, oder in einem Punkt am Rande der Kugel, d.h. an
einem Punkt (z,v,2) € R3 mit 22 + y? + 22 = 1, angenommen. Falls das Maximum
in einem inneren Punkt der Kugel angenommen wird, so ist dieser Punkt auch ein
lokales Maximum der Funktion f. Wir untersuchen zuerst also die lokalen Maxima
von f. Dafiir werden die kritischen Punkte bestimmt in dem der Gradient von f
gleich Null gesetzt wird.

fa(x,y,2) =yz=0und fy(z,y,2) =2z =0und f,(z,y,2) =2y =0,

oder dquivalent

und weiterhin dquivalent zu

(y=0Azxz=0)V(y=0A2z=0)V(z=0Ax2=0).

Die Bedingung (y = 0 A z = 0) wird nur von den Punkten der z-Achse erfiillt, die
Bedingung (y = 0 A z = 0) wird nur von den Punkten der y-Achse erfiillt, und die
Bedingung (z = 0 A x = 0) wird nur von den Punkten der y-Achse erfiillt. Also
sind die kritischen Punkte, alle Punkte die auf den Achsen des Koordinatensystems
liegen. Die Menge K der kritischen Punkte ist also folgendermaflen gegeben:

K ={(a,0,0): a € R} U{(0,a,0): a € R} U{(0,0,a): a € R}

Nun untersuchen wir ob unter den kritischen Punkten lokale Extrema (Maxima)
gibt. Dazu berechnen wir die Hesse-Matrix H(z,y, 2):

fxx(xayaz) fl‘y(xayvz) fl‘Z(x7y7Z) 0
Hf(xayaz) = fym(xayaz) fyy($>y>z) fyz(xayaz) = z
fzm(ﬁﬂ,y, Z) ny(:U,y, Z) fzz(x>y> Z) Yy
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Es ist leicht festzustellen, dass detHy(x,y,2) = 0 V(z,y,2) € K. Also gibt die De-
finitheit von Hf(x,y, z) keinen Aufschluss ber den Status der kritischen Punkte als
lokale Extrema. Wir zeigen, dass unter den kritischen Punkten keine lokalen Ex-
trema gibt, in dem wir fiir jeden kritischen Punkt (xg,yo,20) € K folgende Eigen-
schaft nachweisen: In jeder Umgebung von (z, 4o, z0) gibt es mindestens einen Punkt
(z1,y1,21) mit f(z1,y1,21) < f(z0,%0,20) und mindestens einen Punkt (z2,y2, 22)
mit f(ze,y2,22) > f(zo,Y0,20). In der Tat zeigen wir diese Behauptung fr den kri-
tischen Punkt (0,0,0) und einen kritischen Punkt der Form (a,0,0), a # 0. Die
anderen kritischen Punkte (0,a,0) und (0,0,a), a # 0, kénnen analog behandelt
werden.



Ad Punkt (0,0,0): Ve > 0 gilt f(e,e,¢) = € > 0, d((e, €, e),(0,0,0)) = /3¢ und
fl(—€e,6)=—€ <0, d((—e,e,e), (0,0,0)) = /3e.

Ad Punkt (a,0,0), a # 0: Wir betrachten den Fall a > 0; der Fall a < 0 kann analog
behandelt werden. Ve > 0 gilt f(a,e,¢) = ae > 0, d((a, €,€), (a,0,0)) = v/2¢ und
fla,—e €) = —ae® <0, d((a, —¢,¢€), (a, 0,0)) = V/2e.

Nun ist kein kritischer Punkt ein Extremum und das Maximum der Funktion f auf
der Kugel {(x,y, 2): 2?2 +y?+2% < 1} wird auf dem Rand {(z,y, 2): 22 +y?+2% = 1}
angenommen. Wir beobachten, dass f schief-symmetrisch bzgl. jeder Koordina-
te ist, d.h. f(—=z,y,2) = —f(z,vy,2), f(z,—y,2) = —f(z,y,2) und f(x,y,—z) =
—f(z,y,2), Va,y, z € R. Weiters gilt signum(f(z,y,z)) = signum(x) - signum(y) -
signum(z) und es reicht daher, die Maximuma von f(x,y, z) fiir (x,y, z) mit z > 0,
y >0,z > 0und 22 + y? + 22 = 1 zu bestimmen. Falls (x¢,%0,%0) eine Ma-
ximalstelle von f auf {(z,y,2): > 0,y > 0,z > 0,22 + 3% + 22 = 1} ist, so
sind auch (—zo, —yo0,20), (%0, —Y0, —20) und (—xo,yo, —20) Maximalstellen von f
auf {(z,y,2): 22 + 9y + 22 = 1.

Wir bestimmen nun die Maximalstellen von f(x,y, z) = zyz auf {(z,y,2): © > 0,y >
0,z > 0,22 + y? + 22 = 1}, was dquivalent zur Bestimmung der Maximalstellen
von F(z,y) = zy\/1 — 22 — 52 auf {(z,y): 2 > 0,y > 0,22 + 3> < 1} ist. Dazu
bestimmen wir zuerst die lokalen Maxima von F(z,y) auf {(z,y): > 0,y > 0,22 +
y? < 1}. Dann vergleichen wir die Werte dieser lokalen Maxima um das gesuchte
Maximum und die entsprechenden Maximalstellen zu bestimmen.

Es gilt

—2z 1 — 222 — 92
Fp(r,y) =yV/1—2? —y? + 2y =y
=(@9) 2¢/1 — 22 — 92 V1 — 22— 2

-2 1—2y% — 22
Fy(z,y) =xv1—22 —y? + xy Y =z i
24/1 — 22 — 92 V1—a2—y?

Bestimmung der kritischen Punkte von F auf {(x,y): z > 0,y > 0,22 + 3% < 1} :

Fy(z,y) = 0 1-222 —y? = y? = 1-— 222
{Fy(ac,y) =0 T\ 1-22-22 =0 | 1-20-22%) -2 = 0

Die zweite Gleichung des letzten Gleichungssystems impliziert 22 = 1/3 und somit
x = 1/+/3. Bingesetzt in der ersten Gleichung ergibt das y = 1/+/3.

Nun berechnen wir die Hesse-Matrix von F(x,y):

222 +3y2 -3 2y? + 322 -3
Fro(z,y) = 352/(1 — 22 — 232 Fyy(z,y) = xy(l — 22— y2)3)2 und

1 —3y% — 322 + 22% + 2y* + 3222

Foy(,y) = (1— 22— 42)(3/2)

Es gilt daher

Fou(1/V3,1/V/3) = —=4/V/3 = F,,,(1/v/3,1/V/3) und F,, = —2/(V/3),

und

Hp(1/V/3,1/V/3) = < :;lfg :Z;g ) mit det<HF(1/\/§,1/\/§)> =4>0.



Hpr(1/4/3,1/4/3) ist also negativ-definit und (1/+/3,1/4/3) ist somit eine Maximal-
stelle von F. Die dazugehorige Maximalstelle von f ist (1/v/3,1/v/3,/1 —1/3 —1/3) =
(1/v/3,1/4/3,1/4/3) und das Maximum ist f(1/v/3,1/v/3,1/V/3) = 3—\1/3 Nun sind

dann auch die Punkte (—1/v/3, —=1/v/3,1/v/3), (=1/v/3,1/+/3,—-1/+/3) und (1/v/3,-1/v/3,-1/v/3)

Maximalstellen von f (alle mit dem gleichen Funktionswert von 3—\1/5)

Zusammenfassung:
Es gibt vier Maximalstellen von f auf der Kugel {(z,y,2): 22 + 3% + 22 < 1}
und die sind (1/\/§7 1/\/37 1/\/3)7 (_1/\/37 _1/\/§7 1/\/§)7 (_1/\/§7 1/\/37 _1/\/§)7

(1/v/3,-1/V/3,—1/4/3). Der Wert des Maximums ist 3—\1/3

. Bestimmen Sie die Extrema von f(x,y) = % + é inkl. Typ und Funktionswert unter

der Nebenbedingung =2 + 32 = 1.
Losung.

Die Funktion f ist fiir  # 0 und y # 0 definiert und somit in den Punkten
(1,0),(—1,0), (0,1) und (0,—1) des Kreises 2 4+ y?> = 1 nicht definiert. Wir 16sen
die Nebenbedingung 22 + 3% = 1 nach y auf und unterscheiden zwei Fille, je nach
Vorzeichen von y.

FallI: y = v/1 — 22, d.h., y > 0. Durch Einsetzen in f erhalten wir die neue Funktion
F(z)=1+ ﬁ mit Definitionsbereich (—1,0) U (0, 1).

Tz

Fall II: y = —v/1 — 22, d.h., y < 0. Durch Einsetzen in f erhalten wir die neue

Funktion G(z) = 1 — \/11—T ebenfalls mit Definitionsbereich (—1,0) U (0,1).

Es gilt nun fiir die Funktionen F und G die lokalen und globalen Extrema in den
jeweiligen Definitionsbereichen zu suchen und daraus die lokalen und globalen Ex-
trema der Funktion f abzuleiten. Es sei angemerkt, dass die globalen Minima und
Maxima von F' und G (und somit auch jene von f) nicht unbegingt angenommen
werden, da der Definitionsbereich der Funktionen F' und G eine offene Menge ist.

Fall I: Bestimmung der Extrema von Funktion F'. Zuerst bestimmen wir die kriti-
schen Punkte durch Nullsetzung der ersten Ableitung von F:

x 1

7——:0:>:c3:(1—x2)3/2:x:\/1—x2>0
1_.%.23/2 .%'2

Fl(z) =

und somit
P=1-2 ==

G-

Wir iiberpriifen anhand der zweiten Ableitung F”(—=) ob % ein Extremum ist und

S

bestimmen ggf. seinen Typus:

., 1—22)32 — 231 — 22 (=22) —22 (1 —2?)/2((1 —22) +323) 2
IR L ks (Lo i EE S M (L E LU

1+ 222 2
(1—x2)5/2 " 3

Durch Einsetzen erhalten wir F ”(%) = 12v/2 > 0 und somit ist % eine lokale

Minimalstelle von F'. Die dazugehorige lokale Minimalstelle von f ist (%, %) mit
1 1y
f (Ea ﬁ) =2V/2.



Fall II: Bestimmung der Extrema von Funktion G. Zuerst bestimmen wir die kriti-
schen Punkte durch Nullsetzung der ersten Ableitung von G:

et P —

1
———O=>x3———(1—x2)3/2:>m———\/1—x2<0
1— 2232 22

und somit
P=1-=12=—

Sl -

Wir iiberpriifen anhand der zweiten Ableitung G”(——=) ob —% ein Extremum ist

2

s

und bestimmen ggf. seinen Typus:

() = —(1—22)%2 + 23(1 — 22)1/2(—2z) 2 —(1- 22)12((1 = 22) + 329)
- (1 _ x2)3 4 (1 _ 1‘2)3

14 222 2
(1—22)5/2 23

Durch Einsetzen erhalten wir G ( — L) = —12v/2 < 0 und somit ist —% eine lokale

V2
Maximalstelle von G. Die dazugehorige lokale Maximalstelle von f ist (— %, —%)
: 1 1 —
Somit haben wir die lokalen Extrema von F' bestimmt: (%, %) ist ein lokales Mini-

mum mit Funktionswert f (%, %) = 2v2und (— %, —%) ist ein lokales Maximum

; fna L1y
mit Funktionswert f( oL \/i) = —2V2.
Nun beschéftigen wir uns mit den globalen Extrema. Wir beobachten, dass der
Funktionswert f ( — %, —%) = —2v/2 des lokalen Maximums kleiner als der Funk-
tionswert f (%, %) = 2v/2 des lokalen Minimums ist. Somit sind diese lokalen
Extrema keine globalen Extrema. Es stellt sich nun die Frage ob die globalen Ex-

trema der Funktion f auf dem Kreis 22 + 32 = 1 existieren. Wir beobachten, dass

lim ;) (1,0+) (% + i) = +o0 und lim ;) .(1,0-) <% + é) = —oo und daraus folgt,

dass die globalen Extrema von f(x,y) = % + % auf 22 4+ y? = 1 nicht existieren.



