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20 Mérz 2009 - Losungen

1. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

;02
sin” () fiir y # 0

0 fir y = 0.

flz,y) = (1)

(c) Existiert die partielle Ableitung f,, im Punkt (0,0)? Bestimmen Sie ggf. den
Wert dieser Ableitung.

Losung.
Im Punkt (b) wurde f,(x,0) errechnet:

[ 2 x#0
fy(x’o)_{ 0 =0

Zur Berechnung von f,,(0,0) ziehen wir die Definition heran und berechnen

o LO+R0) = f,0,00 . R2-0 .
P00 = h = fim = = fm =0

(d) Berechnen Sie die Richtungsableitung d, f von f im Punkt (7/2,1).
Losung.
An der Stelle (7/2,1) ist f(z,y) stetig partiell differenzierbar und die partiellen
Ableitungen sind folgendermaflen gegeben:

fo(2,y) = 2y Sin(ﬂ:g;) cos(zy) = 2sin(zy) cos(zy) = sin(2xy)
fy(@,y) = 2zy sin(zy) Coz(;cy) — sin?(zy) _ sin(zy) 2xy cos(gcyy)2 — sin(zy)

Einsetzen ergibt f,(m/2,1) = sin(r) = 0 und f,(7/2,1) = sin(7/2) (7 cos(m/2) — sin(7/2)) =
—1. Zusammenfassend hat man

grad f(7/2,1) = (0,—-1)T".

Nun errechnet sich die Richtungsableitung d,f von f im Punkt (7/2,1) in
Richtung von @ = (v1,v)” als folgendes Skalarprodukt

Suf(m/2,1) = <gradf(7‘r/2,l), ﬁ> . (2)

(Der ”%” Vektor zeigt in dieselbe Richtung wie ¥ und hat Betrag 1.)

Durch Einsetzten in (2) erhilt man

1 V2
Suf(1/2,1) = { (0,-1)T, (v, 00)T ) = -2
fm/2,1) <( ) v%—i—v%( 1) > V% + v3



2. Entwickeln Sie die Funktion f mit
o) = s
nach Potenzen von (z — 1) und (y — 7) bis zu Gliedern zweiter Ordnung (einschlief3-
lich).
Losung.

Da eine Reihenentwicklung nach Potenzen von x — 1 und y — m gesucht ist, ist
(z0,%0) = (1,m) als Entwicklungspunkt zu wihlen. Da die Entwicklung bis zu Glie-
dern einschliefilich zweiter Ordnung gefragt ist, miissen zunéchst alle partiellen Ab-
leitungen erster und zweiter Ordnung bestimmt werden.

Die Taylorformel zweiter Ordnung hat folgende Gestalt:

f(x,y) =~ f(wo,y0) + fz(x0,%0) - (x — w0) + f(%0,Y0) - (¥ — Yo)

+%f:m:($0,y0) Az = 30)* + fay(@0,90) - (v — 20)(y — yo) + %fyy(l“o,yo) “(y —w0)?.

Fir

f(z,y) = 22 sin %

erhilt man die folgenden partiellen Ableitungen:

1
fo(z,y) = 2z sin % + §x2y cos %

14 Ty
fy(z,y) = 2:6 cos 5

1
faz(z,y) = 2sin % + 2xy cos % - Znyz sin %

3 1
fxy:fyxzixQCosﬁ 3y sin 2

y ~ v ysingy
1
Jyy = 22 sm%

Auswertung an der Stelle x = zp = 1 und y = yo = 7 liefert f(1,7) =1, fo(1,7) =2,
2

fy(laﬂ') =0, f:v:v(laﬂ') =2- WZ, f:vy = _% und fyy(laﬂ') = _%-

Einsetzen in die obige Taylorformel liefert:

2

flzyy) =1+2(x—1)+ <1— 71T_6> (uv—l)2 — %(m—w)(y—ﬂ) — —(y—W)Q.

3. Gegeben sei die Funktion f(z,y, z) = 22 +y + xz. Fiir welchen Punkt (zg, yo, 20) auf
der Fliche f(z,y,2) = 0 liegt die Tangentialebene parallel zur Ebene

E:={(z,y,2) €R®: 20+ 9y + 32 =5} 7

Losung. Zuerst schreiben wir die Gleichung der Fliache f(z,y,z) = 0 als explizite
Funktion ¢g: R? — R auf: y = g(z,2) = —2% — 2. Die Gleichung der Tangentialebene

an einem Punkt (xg,y0 = ¢g(x0,20),20) dieser Fldche hat folgende Gestalt: y =
Yo + 9= (70, %0)(x — w0) + g2(T0,%0) (2 — 20)-



Die Ableitungen der Funktion g sind forgendermaflen gegeben: g, = —2x — 2, g, =
—z. Somit gilt g, (xo, z0) = —2x0 — 20, g2(T0, 20) = —xo. Eingesetzt in der Gleichung
der Tangentialebene erhalten wir:

y = yo+(—2xo—20)(z—20)—20(2—20) oder, dquivalent y+(2xo+2¢)(x—x0)+2z0(2—20)—yo =0

Der Normalvektor zur Tangentialebene ist also (2z¢ + zp, 1, z9) und wenn die Ebene
FE parallel zur Tangentialebene sein soll, so miissen die jeweiligen Normalvektoren
kollinear sein. Dh.es existiert ein A # 0 sodass

2x0 + 20 2
1 =X[ 9
i) 3

wobei (2,9,3)” der Normalvektor zur Ebene F ist.

Die letzte Gleichung impliziert 1 = 9\ und somit A = %. Weiters gilt xg = 3\ = %
und20:2—2x0:2—§):%.

Also im Punkt (%, %, %) ist die Tangentialebene der gegebenen Kurve parallel zur
gegebenen Ebene E.



