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2. Sei f : R
2 → R

f(x, y) =

{

(x−2)((x−2)2+y2)
x2−4x+4+2xy−4y+y2 für (x, y) 6= (2, 0)

0 für (x, y) = (2, 0)
.

Ist f im Punkt (2, 0) stetig?

Lösung:

f ist stetig in (2, 0) dann und nur dann, wenn lim(x,y)→(2,0) f(x, y) = f(2, 0) = 0.
Wir transformieren zunächst f(x, y) für (x, y) 6= (2, 0) wie folgt:

f(x, y) =
(x − 2)((x − 2)2 + y2)

x2 − 4x + 4 + 2xy − 4y + y2
=

(x − 2)((x − 2)2 + y2)

(x − 2)2 + y(2(x − 2) + y)
,

und führen eine Variablentransformation mit x′ = x − 2, y′ = y durch

f(x, y) =
x′(x′2 + y′2)

x′2 + y′(2x′ + y′)
=

x′(x′2 + y′2)

(x′ + y′)2
.

Wir beobachten, dass (x, y) → (2, 0) dann und nur dann wenn (x′, y′) → (0, 0) und
somit

lim
(x,y)→(2,0)

f(x, y) = lim
(x′,y′)→(0,0)

x′(x′2 + y′2)

(x′ + y′)2
.

Wir zeigen, dass der letzter Limes nicht gleich f(2, 0) ist in dem wir zwei Folgen x′
n

und y′n finden, für die limn→∞ x′
n = 0 und limn→∞ y′n = 0 und limn→∞

x′

n
(x′2

n
+y′2

n
)

(x′

n
+y′

n
)2

6=
f(2, 0) = 0.

Tatschlich: sei x′
n = 1

n
und y′n = − 1

n
+ 1

n2 . Dann gilt:

lim
n→∞

x′
n(x′2

n + y′2n )

(x′
n + y′n)2

= lim
n→∞

1
n

(

1
n2 + ( 1

n2 − 1
n
)2
)

( 1
n

+ 1
n2 − 1

n
)2

= lim
n→∞

n3(
2

n2
− 2

n3
+

1

n4
) = ∞ 6= 0.

Somit ist f nicht stetig in (2, 0).

3. Man berechne alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktion

f(x, y) = x2ey + exy.

Lösung:

fx(x, y) = (x2ey)′x + (exy)′x = 2xey + yexy.

fy(x, y) = (x2ey)′y + (exy)′y = x2ey + xexy.

fxx(x, y) = (fx(x, y))′x = (2xey)′x + (yexy)′x = 2ey + y2exy.

fyy(x, y) = (fy(x, y))′y = (x2ey)′y + (xexy)′y = x2ey + x2exy.

fxy(x, y) = (fx(x, y))′y = (2xey)′y + (yexy)′y = 2xey + exy + yxexy.

fyx(x, y) = (fy(x, y))′x = (x2ey)′x + (xexy)′x = 2xey + exy + xyexy.



4. Untersuchen Sie die Funktion f : R
2 → R

f(x, y) =

{

x6+y5

x4+y4 für (x, y) 6= (0, 0)

0 für (x, y) = (0, 0)

auf Stetigkeit. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen ∂f
∂x

(0, 0), ∂f
∂y

(0, 0) und die

Richtungsableitung ∂f
∂~a

(0, 0) mit a = ( 1√
2
, 1√

2
)T . Ist f im Ursprung differenzierbar?

Lösung:

Stetigkeit.

Für alle (x, y) ∈ R
2 mit (x, y) 6= (0, 0) ist f stetig als Quotient zweier stetigen

Funktionen (x6 +y5 und x4 +y4 sind Polynome und somit stetig), wobei der Nenner
x4 + y4 ungleich 0 ist.

f ist stetig im Punkt (0, 0) dann und nur dann, wenn lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = f(0, 0) =
0.

Wir untersuchen also lim(x,y)→(0,0) f(x, y). Zu diesem Zweck stellen wir x und y in
Polarkoordinaten x = r cos φ und y = r sinφ dar und beobachten, dass (x, y) → 0
dann und nur dann wenn r → 0. Somit gilt

lim
(x,y)→0

f(x, y) = lim
r→0

r5(r cos6 φ + sin5 φ)

r4(cos4 φ + sin4 φ)
= lim

r→0
r
(r cos6 φ + sin5 φ)

(cos4 φ + sin4 φ)

Wir zeigen, dass
∣

∣

∣

r cos6 φ+sin5 φ

cos4 φ+sin4 φ

∣

∣

∣
für r ≤ 1 von einer Konstanten beschränkt ist. Hierfür

zeigen wir zunächst, dass cos4 φ + sin4 φ nach unten durch 1/2 beschränkt ist:

cos4 φ + sin4 φ = cos4 φ + (1 − cos2 φ)2 = 2cos4 φ − 2 cos2 φ + 1 =

2

(

cos4 φ − cos2 φ +
1

4

)

− 1

2
+ 1 = 2

(

cos2 φ − 1

2

)2

+
1

2
≥ 1

2
.

Weiters gilt

∣

∣

∣

∣

r cos6 φ + sin5 φ

cos4 φ + sin4 φ

∣

∣

∣

∣

=
|r cos6 φ + sin5 φ|
cos4 φ + sin4 φ

≤ |r|| cos φ|6 + | sin φ|5
1/2

=
1 + 1

1/2
= 4 , falls r ≤ 1.

Daraus folgt
∣

∣

∣

∣

r
(r cos6 φ + sin5 φ)

(cos4 φ + sin4 φ)

∣

∣

∣

∣

≤ 4r

und somit limr→0 r (r cos6 φ+sin5 φ)
(cos4 φ+sin4 φ)

= 0 = f(0, 0).

Die Funktion f ist also auch im Punkt (0, 0) und somit überall in seinem Defini-
tionsbereich R

2 stetig.

Die partiellen Ableitungen.

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0) − f(0, 0)

h
= lim

h→0

h6/h4

h
= lim

h→0
h = 0 .

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h) − f(0, 0)

h
= lim

h→0

h5/h4

h
= lim

h→0
1 = 1 .



Die Richtungsableitung.

∂f

∂( 1√
2
, 1√

2
)T

(0, 0) = lim
h→0

f(0 + 1√
2
h, 0 + 1√

2
h) − f(0, 0)

h
= lim

h→0

1

h

(

h√
2

)6
+
(

h√
2

)5

(

h√
2

)4
+
(

h√
2

)4 =

lim
h→0

1

2h

(

(

h√
2

)2

+
h√
2

)

= lim
h→0

(

h

4
+

1

2
√

2

)

=
1

2
√

2
.

Differenzierbarkeit in (0, 0).

f ist (total) differenzierbar in (0, 0) dann und nur dann, wenn

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) − f(0, 0) − 〈grad(f(0, 0)), (x, y)T 〉
||(x, y)T || = 0 .

Werden im obigen Limes f(0, 0) = 0 und grad(f(0, 0)) = (∂f
∂x

(0, 0), ∂f
∂y

(0, 0))T =

(0, 1)T eingesetzt so erhält man folgende hinreichende uns notwendige Bedingung
für die (totale) Differenzierbarkeit von f in (0, 0):

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) − y
√

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

x6+y5

x4+y4 − y
√

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

x6 + y5 − yx4 − y5

(x4 + y4)
√

x2 + y2
= 0 .

Wir zeigen, dass die letzte Gleichung nicht stimmt und somit dass f in (0, 0) nicht
differenzierbar ist. Dafür wählen wir xn = yn = 1

n
, ∀n ∈ N, sodass (xn, yn) → (0, 0)

für n → ∞, und zeigen, dass

lim
n→∞

f(1/n, 1/n) − 1/n
√

(1/n)2 + (1/n)2
= − 1

2
√

2
6= 0 .

Tatsächlich:

lim
n→∞

f(1/n, 1/n) − 1/n
√

(1/n)2 + (1/n)2
= lim

n→∞

1
n6 + 1

n5 − 1
n5 − 1

n5

( 1
n4 + 1

n4 )
√

1
n2 + 1

n2

= lim
n→∞

n5

2
√

2

(

1

n6
− 1

n5

)

=

lim
n→∞

(

1

2
√

2n
− 1

2
√

2

)

= − 1

2
√

2
.


