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2. Sei f:R? =R

2—2)((z—2)%+y? .
f(m, y) = :1:2(743342(4&2;,32/,4?;42?42 fiir (.%', y) 7é (27 0)
0 fir (z,y) =

Ist f im Punkt (2,0) stetig?

Losung:

[ ist stetig in (2,0) dann und nur dann, wenn lim, ). (2,0) f(z,y) = f(2,0) = 0.
Wir transformieren zunichst f(x,y) fir (x,y) # (2,0) wie folgt:

Flany) = (@—2)((z=2°+y*) _ (z-2)((z-2)"+3°)
Y 244420y —4dy+y? (2 —-2)2 4y —2) +y)’

und fiithren eine Variablentransformation mit 2’ = x — 2, ¥’ = y durch
$/($/2 _|_y/2) - $,($,2 +y/2)
2 + y/(2x’ + y/) (m’ + y/)2 :

f(x,y) =

Wir beobachten, dass (z,y) — (2,0) dann und nur dann wenn (z/,y') — (0,0) und
somit
x/(xIZ + y/2)

lim  f(z,y) = lim —_
(z.9)—(2,0) (®3) @y)—00) (' +y)?
Wir zeigen, dass der letzter Limes nicht gleich f(2,0) ist in dem wir zwei Folgen 2/,
! 12 /2

und y/, finden, fiir die lim, o 2}, = 0 und lim;, .~ y), = 0 und lim,, x( +;ry)*§ +
£(2,0) = 0.
Tatschlich: sei 2], = 1 und y}, = —2 + L. Dann gilt

ARy AGrGhobY) a2 1

—hen SR — lim T T, = lm M5 -+ —5)=00#0
n—00 (x’n + yé)z n—0oo (ﬁ + nZ ﬁ) n—oo n n

Somit ist f nicht stetig in (2,0).

3. Man berechne alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktion

Fla.y) = 2%V + €,

Losung:
fal,y) = (2%), + (™), = 2we¥ + ye™
fy(z,y) = (xQey); + (™), = z?e? + we™V.
faa(,y) = (fo(z,y

e = (2xe¥), + (ye™), = 2e¥ + y2 Ty
fw(@.y) = (Fy(@.y)), = @), + (2eV), = 2’e¥ +a’e™.



4. Untersuchen Sie die Funktion f: R? — R

S i (a,y) # (0,0)
f(z,y) = { 0 i fir (z,y) = (0,0)

auf Stetigkeit. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen %(0,0), 3—5(0,0) und die
Richtungsableitung g—f(0,0) mit a = (%, %)T Ist f im Ursprung differenzierbar?

a
Losung:
Stetigkeit.
Fiir alle (z,y) € R? mit (x,y) # (0,0) ist f stetig als Quotient zweier stetigen
Funktionen (254 y° und 2* +y* sind Polynome und somit stetig), wobei der Nenner
z* + y* ungleich 0 ist.
[ ist stetig im Punkt (0,0) dann und nur dann, wenn lim, y_(0,0) f(z,y) = £(0,0) =
0.
Wir untersuchen also lim, ,y_.(0,0y f(7,y). Zu diesem Zweck stellen wir z und y in

Polarkoordinaten x = rcos¢ und y = rsin¢ dar und beobachten, dass (z,y) — 0
dann und nur dann wenn r — 0. Somit gilt

. . 1P(rcosS ¢ +sin®p) . (rcosSp +sin® @)
lim f(z,y) = lim —r - = limr —
(2,y)—0 r—0 r4(cost ¢ +sin* @)  r—0 (cos? ¢ + sin* @)

r cos® ¢p+sin’® ¢
cos? ¢p+sin? ¢
zeigen wir zunichst, dass cos* ¢ + sin® ¢ nach unten durch 1/2 beschrénkt ist:

Wir zeigen, dass

‘ fiir » < 1 von einer Konstanten beschrankt ist. Hierfiir

cos4q§+sin4(b:cos4¢+(1—0082¢)2 =2costp—2cos’p+1=

1 1 1\?
2<cos4¢—0082¢+1> —5—{—1:2(0052(;5—5) +

Weiters gilt

rcos® ¢ + sin® ¢ B |7 cos® ¢ + sin® ¢| < |7|| cos ¢|® + | sin ¢|° o 1+1

= =4, fallsr < 1.
cos? ¢ + sin* ¢ costp+sint¢p 1/2 1/2 -

Daraus folgt

. (1 cos® ¢ + éirf ®) <4
(cos* ¢ + sin® @)
(rcos® gp+sin®¢)
TeosToremtg) = 0= f(0,0).
Die Funktion f ist also auch im Punkt (0,0) und somit iiberall in seinem Defini-
tionsbereich R? stetig.

und somit lim,_,qr

Die partiellen Ableitungen.

of o oy _ v J(h,0) = f(0,0) . AS/pt

g (0-0) = Jimy I = pm = =0
_ 5 /14

g(0,0) = lim f(0.h) = £(0,0) = lim We/h =liml=1.

oy h—0 h h—0 h h—0



Die Richtungsableitung.

f(O+Ln 04 -Lh) - f(0,0
9 (0,0) = lim OF s vih) )\
h—0 h h—

S
S =

(

)
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[\o}
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Differenzierbarkeit in (0, 0).

f ist (total) differenzierbar in (0,0) dann und nur dann, wenn

b L@:9) = 10,0) — (grad(£(0.0). (2,9)")

—0.
(@,y)—(0,0) l[(z,y)7]|

Werden im obigen Limes f(0,0) = 0 und grad(f(0,0)) = (%(0,0), g—g(O,O))T =
(0,1)T eingesetzt so erhilt man folgende hinreichende uns notwendige Bedingung
fiir die (totale) Differenzierbarkeit von f in (0,0):

$6+y5
PR ) Rt oy Y . x6+y5—yw4—y5_0

J\Id] I lim ———= lim =
(@y)—=(00) /22 +y2  (@y)—00) /a2 +y2  (@y)—00) (24 +y*)\/22 + y?

Wir zeigen, dass die letzte Gleichung nicht stimmt und somit dass f in (0,0) nicht
differenzierbar ist. Dafiir wéhlen wir @, = y, = =, Vn € N, sodass (zn, y) — (0,0)
fiir n — oo, und zeigen, dass

lim fd/n,1/n) —1/n _ 1
0 SR+ ) 22

Tatséchlich:
FAmim)—1n  hekodod s o g
. 5 5 = lim = h_)m —= |5 = —
n oo\/(l/n) —|—(1/n) n—)OO(#_i_#) n_12+# n 002\/5 n n

. ( 1 1 > 1
im - =
n—oo \ 2/2n  2v/2 2v/2



