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2. Bestimmen Sie sémtliche Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

3 07
A=10 1 0
70 3

Losung.

Das charakteristische Polynom von A kann durch die Entwicklung der zweiten Zeile der Matrix
berechnet werden:

3—A 0 7
0 1-X 0 = (1-N)[(3=X)2=49) = (1-X)x(A\2=61—40) = (1-X) (10—X) (=4—)),
7 0 3—A
sodass A drei jeweils einfache Eigenwerte 1, 10 und —4 hat.
Wir bestimmen nun die Eigenrdume zu den drei Eigenwerten.
Der Eigenraum zu A\; = 1 ist der Raum der Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:
2 07 x
0 00 y | =0
7T 0 2 z
Die Matrix des Gleichungssystems wird folgendermaflen transformiert:
2 07 2 07 2 0 7
000]|—=(702]—=00 -2
7 0 2 000 00 0

Die zweite Zeile der Matrix impliziert —4752' = 0 und somit z = 0. Die erste Zeile der Matrix impliziert
Tx+ 22z = 0 und somit 7x +2-0 = 0 und weiter £ = 0. Die Variable y nimmt jeden beliebigen reellen
Wert an: y = ¢ € R. Somit ist der Eigenraum zu A; = 1 als {(0,¢,0)7: t € R} gegeben.

Analog bestimmen wir die Eigenrdume zu den anderen zwei Eigenwerten Ao = 10 und A3 = —4.

Der Eigenraum zu A\; = 10 ist der Raum der Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

-7 0 7 T
0O -9 0 Y =0
7 0o -7 z

Die Matrix des Gleichungssystems wird folgendermaflen transformiert:

-7 0 7 -7 0 7
0 -9 0 — 0 90
7T 0 =7 0 00

Die zweite Zeile der Matrix impliziert 9y = 0 und somit y = 0. Die erste Zeile der Matrix impliziert
—7z + 7z = 0 und somit x = 2. Die Variable z nimmt jeden beliebigen reellen Wert an: z =t € R.
Somit ist der Eigenraum zu A; = 1 als {(¢,0,)7: t € R} gegeben.



Der Eigenraum zu A\; = —4 ist der Raum der Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:
7T 07 x
0 50 y | =0
7T 07 z

Die Matrix des Gleichungssystems wird folgendermaflen transformiert:

70
0 5
7 0

-~ o

70 7
-1 0 5 0
0 00

Die zweite Zeile der Matrix impliziert 5y = 0 und somit y = 0. Die erste Zeile der Matrix impliziert
7z + 7z = 0 und somit x = —z. Die Variable z nimmt jeden beliebigen reellen Wert an: z =t € R.
Somit ist der Eigenraum zu A; = 1 als {(—¢,0,¢)7: t € R} gegeben.

. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der gegebenen Matrix A in Abhingigkeit vom
Parameter t.

[\)
w
—_
Nej

Loésung,.

Zuerst berechnen wir die Eigenwerte der Matrix als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

0 t—A 0 =0

‘ 23-X 0 19
1 0 5—-2A

Die Determinante der Matrix wird durch Entwicklung der zweiten Zeile berehcnet:

23— A 0 19
0 t-X 0 ‘ = (=) ((23-X2)(5-\)—19) = (t=A\)(A2—28\+96) = (t—\)(t—24)(t—4)
1 0 5—A

Die Eigenwerte der Matrix sind somit Ay = ¢, Ao = 24 und A3 = 4.
Nun berechnen wir die Eigenrdume zu den drei Eigenwerten.

Der Eigenraum zu A\; = ¢ ist der Raum der Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

23—t 0 19 x
0 0 0 y | =0.
1 0 5—t z

Die Matrix des Gleichungssystems wird folgendermaflen transformiert:

23—t 0 19 1 0 5-¢
0 0 0 |—[23-t0 19 |-
1 0 5-t 0 0 0
10 5—t 10 5t
00 19-(23-00B-1) | = 0 0 —(t—24)(t—4)
00 0 00 0

Die zweite Zeile impliziert (t —24)(t —4)z = 0 was wiederum ¢ = 24 oder ¢t = 4 oder z = 0 impliziert.
Fall I: t # 24 und t # 4.



Dann gilt z = 0 und die erste Zeile der obigen Matrix impliziert z + (5 — ¢t)z = 0 was wiederum
x = 0 impliziert. y nimmt jeden beliebigen reellen Wert an: y =t € R. Der Eigenraum zu A; = ¢ ist
in diesem Fall {(0,¢,0)7: ¢t € R}.

Fall II: ¢ = 24. Die Matrix des homogenen Gleichungssystems lautet:

—-19
0

1
0
0 0

o O O

Die erste Zeile impliziert x — 19z = 0 und somit x = 19z. y und z nehmen jeden beliebigen reellen
Wert an. Der Eigenraum zu A\; = t ist in diesem Fall {(19¢,s,t)7: ¢t,s € R} = {¢(19,0,1)T +
5(0,1,0)7: s,t € R},

Fall III: ¢t = 4. Die Matrix des homogenen Gleichungssystems lautet:
1 0 1
000
000
Die erste Zeile impliziert = 4+ z = 0 und somit * = —z. y und z nehmen jeden beliebigen reellen

Wert an. Der Eigenraum zu \; = t ist in diesem Fall {(—t,s,t)T:t,s € R} = {t(—1,0,1)T +
5(0,1,0)7: s,t € R}.

Der Eigenraum zu Ao = 24 ist der Raum der Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

23-24 0 19 x
0 t—24 0 y | =o.
1 0 5-24 2

Die Matrix des Gleichungssystems wird folgendermafien transformiert:

-1 0 19 -1 0 19
0 t—24 0 — 0 t—24 0
1 0 —-19 0 0 0

Die zweite Zeile impliziert (¢ — 24)y = 0 was wiederum ¢ = 24 oder y = 0 impliziert.
Fall T: ¢ # 24.

Dann gilt y = 0 und die erste Zeile der obigen Matrix impliziert —x + 19z = 0 was wiederum x = 19z
impliziert. z nimmt jeden beliebigen reellen Wert an: z = t € R. Der Eigenraum zu Ao = 24 ist in
diesem Fall {(19¢,0,t)T: ¢t € R}.

Fall II: ¢t = 24. Die Matrix des homogenen Gleichungssystems lautet:

—-19
0

1
0
0 0

o O O

Die erste Zeile impliziert —x+ 19z = 0 und somit x = 19z. y und 2z nehmen jeden beliebigen Wert an.
Der Eigenraum zu A\p = 24 ist in diesem Fall {(19¢,s,¢)T: ¢, s € R} = {¢(19,0,1)T +5(0,1,0)T: s,t €
R}.

Der Eigenraum zu A3 = 4 ist der Raum der Lésungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

23—4 0 19 T
0 t—4 0 y | =0.
1 0 5—4 z



Die Matrix des Gleichungssystems wird folgendermafien transformiert:

19 0 19 19 0 19
0 t—4 0 — 0 t—4 O
1 0 1 0 0 0

Die zweite Zeile impliziert (¢t —4)y = 0 was wiederum ¢ = 4 oder y = 0 impliziert.
Fall I: t # 4.

Dann gilt y = 0 und die erste Zeile der obigen Matrix impliziert 1924192z = 0 was wiederum z = —z
impliziert. z nimmt jeden beliebigen reellen Wert an: z = ¢ € R. Der Eigenraum zu A3 = 4 ist in
diesem Fall {(—t,0,t)T: t € R}.

Fall IT: ¢t = 4. Die Matrix des homogenen Gleichungssystems lautet:

19 0 19
0 0 O

0 0 O

Die erste Zeile impliziert 192 +19z = 0 und somit x = —z. y und 2z nehmen jeden beliebigen Wert an.
Der Eigenraum zu A3 = 4 ist in diesem Fall {(—t,s,#)T: t,s € R} = {t(~1,0,1)T +5(0,1,0)T: s,t €
R}.

Zusammenfassung:

Eigenraum zu Ay = : {(0,¢,0)7 : t € R} fiir t # 24 und t # 4;
{t(19,0,1)T + 5(0,1,0)T: 5, € R} fiir ¢t = 24;
{t(—=1,0,1)T 4+ 5(0,1,0)7: 5,¢ € R} fiir ¢t = 24.

Eigenraum zu Ay = 24: {19(¢,0,t)T : t € R} fiir ¢ # 24;
{t(19,0,1)T + 5(0,1,0)T: 5, € R} fiir t = 24.
Bigenraum zu A3 = 4: {(—t,0,¢)7 : t € R} fiir ¢ # 4;
{t(-=1,0,1)T 4+ 5(0,1,0)7: s,t € R} fiir t = 4.



