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2. Durch z(x, y) = y2 ist über die Menge

S = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤

√
x}

eine Fläche F gegeben. Man berechne den Wert des Oberflächenintegrals I =
∫

F
ydF

Lösung. Es handelt sich um ein skalares Oberflächenintegral. Die Fläche F ist in

parametrischer Form durch ~z(x, y) =





x

y

y2



 gegeben. Das Oberflächenelement dF

ist daher als
√

EG − F 2dxdy gegeben, wobei

E = ||∂~z

∂x
||2 F = ||∂~z

∂y
||2 G =

〈

∂~z

∂x
,
∂~z

∂y

〉

Da ∂~z
∂x

= (1, 0, 0)T und ∂~z
∂y

= (0, 1, 2y)T erhalten wir

E = 1 F = 1 + 4y2 und F = 0

Für das Oberflächenintegral gilt daher
∫

F

y dF =

∫

S

y
√

1 + 4y2 dxdy

=

∫

2

x=0

∫ y=
√

x

y=0

y(1 + 4y2)1/2dy dx

=
1

12

∫

2

x=0

(1 + 4y2)3/2
∣

∣

y=
√

x

y=0

=
1

12

∫

2

0

[

(1 + 4x)3/2 − 1
]

dx

=
1

12

[

1

10
(1 + 4x)5/2 − x

]2

0

=
1

12

[

1

10
(35 − 1) − 2

]

=
243

120
− 1

120
− 20

120
=

222

120
=

37

20



3. Bestimmen Sie den Fluss des Vektorfeldes

V =





x3 + xy2

x2y + y3

x2y





durch die Fläche F = {(x, y, z) : z =
√

x2 + y2 ≤ 2}, die so orientiert ist, dass die
z-Komponente ihres Normalenvektors negativ ist.

Lösung.

Für die Fläche F gilt die Parametrisierung F (x, y) = (x, y,
√

x2 + y2)T für (x, y) ∈
S = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4}. Die Tangentialvektoren sind

∂F

∂x
=







1
0
x√

x2+y2







∂F

∂y
=







0
1
y√

x2+y2






.

Der Normalvektor mit negativer z-Komponente ist folgendermaßen gegeben:

~n =
∂F

∂y
× ∂F

∂x
=







x√
x2+y2

y√
x2+y2

−1






.

Somit erhalten wir das vektorielle Oberflächenelement

d~F = ~ndxdy =







x√
x2+y2

y√
x2+y2

−1






dxdy

Damit ist der gesuchte Fluss des Vektorfeldes folgendermaßen gegeben:

I =

∫

F

〈

~V , d ~F
〉

=

∫

S

〈

~V , ~n
〉

dxdy

=

∫

S

{

x (x3 + xy2)
√

x2 + y2
+

y (x2y + y3)
√

x2 + y2
− x2y

}

dxdy

Da der Integrationsbereich ein Kreis ist, bietet sich eine Transformation in Polarko-
ordinaten an:

I =

∫

2

r=0

∫

2π

ϕ=0

{

r3 cos2 ϕ + r3 sin2 ϕ − r3 cos2 ϕ sin ϕ
}

r dϕ dr

=

∫

2

r=0

∫

2π

ϕ=0

r4 (1 − cos2 ϕ sinϕ) dϕ dr

=

[

r5

5

]2

0

·
[

ϕ − cos3 ϕ

3

]2π

0

=
64

5
π


