Kendall’s Tau und Spearman’s Rho

Seien (x,y)’ und (Z,7)" zwei Beobachtungen von einem Zufallsvektor
(X, V). (z,y)" und (Z,7)" heiBen libereinstimmend falls (x — z)(y —
) > 0 und nicht libereinstimmend falls (z — Z)(y — §) < O.

Definition 10 Sei (X1,X5)" ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen. Der Kendall's Tau ist fiir (X1,X2)! folgendermaBen
definiert:

pr(X1, X2) = P((X1— X1)(X2— X3) > 0) — P((X1 — X1)(X2— X3) <0),
wobei (X, X5)T is eine unabhdngige Kopie von (X1, X»2)?.

Aquivalent: p-(X1,X2) = E(sign[(X1 — X])(X2 — X5)]).

Im d-dimensionalen Fall X € R%: p;(X) = cov(sign(X — X)), wobei
X' € RP eine unabhidngige Kopie von X € R? ist.

Der Kendall’'s Tau der Stichprobe:

Sei {(z1,y1)?, (z2,y2), ..., (zn,yn)’} eine Stichprobe von n Beobach-
tungen des Zufallsvektors (X,Y)? dessen Randverteilungen stetig
sind. Sei ¢ die Anzahl der ubereinstimmenden Paare und d die An-
zahl der nicht ubereinstimmenden Paare aus der Stichprobe.

C—da.s. c—d

'BT(X7Y):c—|—d n(n—1)/2
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Definition 11 Sei (X1,X5)" ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen. Der Spearman’s Rho ist flir (X1, X2)T folgendermaBen
definiert:

ps(X1, X2) = 3(P((X1—X1)(X2—X35) > 0)—-P((X1—X7)(X2—X3) <0)),
wobei (X7, X))T, (X!, X5)T unabhéngige Kopien von (X1, X2)? sind.
Aquivalente Definition (ohne Beweis):

Seien Fy und F» die stetigen Randverteilungen von (X1, X>)T. Es gilt

ps(X1,X2) = pr(F1(X1), F>(X>2)), d.h. der Spearman’s Rho ist die
lineare Korrelation der eindeutigen Copula von (X1, X2)7T.

Im d-dimensionalen Fall X € IR%:

ps(X) = p(F1(X1), Fo(X2),...,Fy(Xy)) ist die Korrelationsmatrix der
eindeutigen Copula von X, wobei Fi,F>,...,F; die stetigen Rand-
verteilungen von X sind.

Theorem 16 Sei (X1,X>2)" ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen und eindeutiger Copula C. Flr die Rankkorrelationen
p»,—(X]_,XQ) und pS(Xl,XQ) gi/t.'

1,1
pr(X1,X2) = 4/ / C(u1,u2)dC(ui,uz) — 1
0 0

1,1 1,1
ps(X1,Xo) = 12/ / (C(u1,uz)—uiuz)duidus = 12/ / C(u1,u2)durdur—3
0 0 0 0
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Eigenschaften von p, und pg.

e p, und pg sind symmetrische AbhangigkeitsmaBe mit
Wertebereich [—1, 1].

e Falls X1, X5 unabhangig, dann p-(X1, X2) = ps(X1, X2) = 0.
Die Umkehrung gilt i.a. nicht.

e X1,Xo co-monoton dann und nur dann wenn p,(X1,X2) =
ps(X1,X2) = 1. X1, X5 anti-monoton dann und nur dann wenn
pr(X1,X2) = ps(X1, X5) = —1.

e Seien [y, F> die stetigen Randverteilungen von (X1, X5)7
und Ty, 1> zwei streng monotone Funktionen in [—oo,0].
Dann gilt p-(X1,X2) = pr-(T1(X1),T2(X2)) und ps(X1,X2) =
ps(T1(X1),T>(X2)).

(Siehe Embrechts et al., 2002).
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Tail Abhangigkeit
Definition 12 Sei (X1, X»)T ein Zufallsvektor mit Randverteilungen

F1 und F»>. Der Koeffizient der oberen Tail-Abhdngigkeit von (X1, X»)T
wird folgendermalBen definiert:

A (X1, X)) = |i_>I’T11_ P(X2 > Fé_(u)|X1 > F{_(u))

vorausgesetzt der Limes existiert.

Der Koeffizient der unteren Tail-Abhdngigkeit von (X1, X2)* wird
folgendermalBen definiert:

AL(X1, X2) = |in8+P(X2 < Fy (w)| X1 < Ff (u))
u—
vorausgesetzt der Limes existiert.

Wenn My > 0 (\r > 0) heiBt es, (X1,X>2)! hat eine obere (untere)
Tail-Abhangigkeit.
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Definition 13 Sei Copula C die Verteilungsfunktion von
(U1,Up,...,Uy) mitU; ~U[0,1],7=1,2,...,d. Die Verteilungsfunktion
von (1 —Uy,1 —U>s,...,1 —Uy,) heiBt “Survival Copula” von C und
wird mit C bezeichnet.

Lemma 4 Sei X ein Zufallsvektor mit multivariater Tail-Funktion F
(F(:Ul,ajg,...,a:d) = Prob(X1 > z1,X2 > x2,...,Xg > z4)) und Rand-
verteilungsfunktionen F;, i =1,2,...,d. Sei F;=1—-F;, i =1,2,....,d.
Es qgilt

F(x1,22,...,0q) = C(F1(x1), Fa(x2), ..., Fy(zq)
Lemma 5 Flr jede Copula C gilt
C(l—ui,l—us)=1—u; —usx+ C(ur,un),
wobei C die Survival-Copula von C' ist.

Theorem 17 Sei (X1,X>2)" ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungsfunktionen und Copula C. Es gilt

1-2
Ay ( X1, X5) = lim u+ Cu,w) un

u—1- 1 —u

)\L(Xl,XQ) = lim M

u—0*t U
vorausgesetzt die Limes existieren.

d
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Beispiel 13 Die Gumbel Familie von Copulas:

CeGU(ul,uz) = exp (— (= Inu1)? + (= Inup)’] 1/9) , 02>1

Es gilt \y =2 =29 X\, = 0.
Beispiel 14 Die Clayton Familie von Copulas:

C&l(ur,u2) = (ui’ + w3 — 1)V, 0> 0

Es gilt \y =0, \p, =271/,

41



Elliptische Copulas

Definition 14 Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor, seien pu € R?
und © € R™4 zwei Konstanten, und sei ¢:[0,00) — IR eine Funktion.
Wenn ¢x_,, = ¢ (t'<t) gilt, wobei ¢x_,, die charakteristische Funktion
von X — u ist, dann ist X eine elliptisch verteilter Zufallsvektor mit
Parameter u, >, ¥: X ~ Eg(u, >,).

v heiBt erzeugende Funktion (oder Generator) von X.

Fur d = 1 stimmen die elliptischen Verteilungen mit den sym-
metrischen Verteilungen liberein.

Uberzeugen Sie sich! Verwenden Sie die stochastische Darstellung
einer elliptischen Verteilung.

Theorem 18 (Stochastische Darstellung)

Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X ist elliptisch verteilt, X ~
Eqs(p,>2,v) und rang(X) = k, dann und nur dann wenn es eine Matrix
A e R™ AT A = 3, sowie eine nicht negative Zufallsvariable R und
einen k-dimensionalen auf der Einheitskugel S¥~1 = {z € R*: 222 = 1}
gleichverteilten Zufallsvektor U gibt, sodass R und U unabhangig sind

und X = 1+ RAU.

Anmerkung: Eine elliptische Verteilung X ist radial symmetrisch: X —
d
p=p—X.
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Definition 15 Sei X ~ E (u,>,v) mit Verteilungsfunktion F und
stetigen Randverteilungen Fi,F5,...,F;. Dann wird die eindeutige
Copula C von F, C(u) = F(F; (u1),...,F; (ug)), elliptische Copula
genannt.

Beispiel 15 Gauss’'sche Copulas sind elliptische Copulas
Sei C§* die Copula einer d-dimensionalen Normalverteilung mit Kor-
relationsmatrix R:

CH*(u) = ¢(¢~ (u1),. .., ¢ (ua)),

wobei ¢% die Gesamtverteilungsfunktion einer d-dimensionalen Nor-
malverteilung mit Erwartungsvektor O und Korrelationsmatrix R und
¢~ 1 die Inverse der Verteilungsfunktion einer univariaten standard Nor-
malverteilung ist. Da die Normalverteilung eine elliptische Verteilung
ist, ist dieGauss’'sche Copula Cg“ eine elliptische Copula.

Im bivariaten Fall gilt:

¢ () ot (u2) 1 _(xQ Ny + 2)
Ga _ 1 PL1I2 5
G, u2) = /oo /oo om(1— p2)12 " { 2(1 - ) } drndea

wobei p € (—1,1).
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t-Copula: ein weiteres Beispiel elliptischer Copulas

Definition 16 Sei X = ;i + VEAZ ~ ty(o, p, ), wobei p € R, a €N,

a>1,8~x2 AecR¥™ mit AA' =% und Z ~ N,(0,1;), und S und
Z unabhangig sind. Es heibt, X hat eine d-dimensionale t-Verteilung
mit Mittelwert p (fir o > 1) und Kovarianzmatrix Cov(X) = 25X

(fiir o > 2). Cov(X) existiert nicht fiir o < 2.

Definition 17 Die Copula C{ p von X heiBt t-Copula. Fiir die t-

Copula gilt:
Cor(w) =t g (¢ (ur), ., 5" (ua)).
Y .o . . . .
Ri; = s 1,7 =1,2...,d, ist die Korrelationsmatrix von Z,
tg r Ist die Verteilungsfunktion von %RZ, wobei S ~ Xg und Z ~

N,(0, I,) unabhangig sind, und t, sind die Randverteilungen von tiR.

Bivariater Fall (d = 2):

tot(u)  ptt(u2) 1 72 _ Dprax + 72 —(a+2)/2
Ct up) = 14 S epA2 T A da1dzo,
a’R(U1 u2) /oo /OO 27 (1 — p2)1/2 { + a(l — p2?) r1axr2

fir p € (—1,1). Rio ist der lineare Korrelationskoeffizient der
dazugehorigen bivariaten t,-Verteilung fur a > 2.
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Copulas: Weitere Eigenschaften

Definition 18 (Radiale Symmetrie oder Kugel-Symmetrie)

Ein Zufallsvektor X (oder eine Verteilungsfunktion) heilt radial sym-

metrisch (oder kugel-symmetrisch) um den Punkt a wenn X — a <

a— X.

Beispiel: Ein elliptisch-verteilter Zufallsvektor X ~ E;(u, X, v) € RY st
radial-symmetrisch um pu.

Definition 19 (Radiale Symmetrie von Copulas)
Eine Copula C heiBt radial-symmetrisch wenn

(U1 —0.5,...,Uj—0.5) = (0.5—U1,...,05 —Uy) «=U=1—1U,
wobei (U1,Us,...,Uy) ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion C ist.
Fiir eine radial symmetrische Copula gilt C = C.

Beispiel: Elliptische Copulas sind radial symmetri_sch.
Die Gumbel und Clayton Copulas sind es nicht. Uberzeugen Sie sich!
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Die Dichtefunktion einer Copula

Copulas haben nicht immer eine Dichtefunktion. Z.B. die Co-
Monotonie Copula M bzw. die Anti-Monotonie Copula W haben keine
Dichtefunktion.

Wenn die Dichtefunktion ¢ einer Copula C existiert dann gilt

80(11,1, uz, ... ,Ud)
Ou10us . ..0uy

C(Ul,UQ, s e ,Ud) —

Sei C' die Copula einer Gesamtverteilung F mit stetigen Rand-
verteilungsfunktionen Fy,...,F,;. Dann kann die Gleichung

C(’U,l, S ,’U,d) — F(F{_(ul)a <o 7Fc<l_(ud))
differenziert werden um die Dichte ¢ von C zu erhalten:

FF (ua), - Fyt (ua))
F(FT (1)) - fa(F (ua))

c(ui, ..., uq) =

f ist die Gesamtdichtefunktion, f; sind die Dichtefunktionen der Rand-
verteilungen, 1 <1 <d, und Fi‘1 ist die inverse Funktion von F;.
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Definition 20 Ein Zufallsvektor X heiBBt vertauschbar ( “exchange-

able”) wenn (Xi1,...,Xy) < (Xr1),---» Xn) flr jede Permutation
(m(1),w(2),...,7(d)) von (1,2,...,d).

Definition 21 Eine Copula C heiBt vertauschbar wenn sie die
Gesamtverteilung eines vertauschbaren Zufallsvektors
(mit Gleichverteilungen als Randverteilungen) ist.

Fiir eine solche Copula gilt:

C(Ul, u2, . .. ,Ud) — C(“’ﬂ'(l)? Ur(2)y - - - 7U’7r(d))
fiir jede Permutation (w(1),w(2),...,w7(d)) von (1,2,...,d).

Beispiele von vertauschbaren Copulas: Gumbel, Clayton, Gauss’'sche
Copula C§¢, t-Copula C? , fiir den Fall, dass P eine Equikorrelations-

matrix ist: R = pJg+ (1 — p)I;. J; € R™4 jst eine Matrix bestehend
aus lauter Einser, und I; € R%*? st die d-dimensionale Einheitsmatrix.

Filir bivariate vertauschbare Copulas qilt:

P(Uz < us|Uy = u1) = P(Ur < uz|Uz = uz).
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Theorem 19 Sei (X1, X2)" ein normalverteilter Zufallsvektor. Dann
gilt: \g(X1, X2) = Ap(X1,X2) =0.

Korollar 2 Sei (X1,X»2)! ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen und einer Gauss’schen Copula CpG“, wobeéi p

der Koeffizient der linearen Korrelation zwischen X1 und X» ist. Dann
gilt: \g(X1,X2) = Ap(X1,X2) = 0.

Theorem 20 Sei (Xi1,X»)! ein t-verteilter Zufallsvektor mit v
Freiheitsgraden, Mittelwert O wund linearer Korrelationsmatrix R:
(Xl,XQ)T ~ tQ(O,V, R) Fir Ri> > —1 gilt:

Av (X1, X2) = Ap (X1, X2) = 2t,41 <\/V +1

\/1—R12)
v1+ Rio

Beweis: Ahnlich wie der Beweis von Satz 19. Hinweis:

1/—|—1)1/2 Xo — px

—Nt

Xo| X1 =2~ (
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