Rang Korrelation

Die Koeffizienten der Rang Korrelation (Spearmans Rho und Kendalls
Tau) sind MaBe fiir die Ubereinstimmung von bivariaten Zufallsvek-
toren.

Seien (z1,z2) und (%1,%Z2) zwei Punkte in IR?. Die zwei Punkte
heiBen iibereinstimmend wenn (x1 — Z1)(xo — Z2) > 0 und nicht
libereinstimmend wenn (x1 — Z1) (x> — Z2) < 0.

Seien (X1, X2)T und (X1, X2)T zwei unabhangige Zufallsvektoren mit
identischer bivariater Verteilung.

Die Kendall’s Tau p, ist definiert als

pr(X1,X0) = P ((X1 — X1)(Xo— X2) > 0)—P ((X1 — X1)(X2 — X2) < 0)
Sei (X1,X>2) ein dritter von (X1,X2) und (X1, X2) unahdngiger Zu-
fallsvektor mit derselben Verteilung wie (X1, X2) und (X1, X»2).

Die Spearman’s Rho pg ist definiert als

ps(X1,X0) =3{P ((X1 — X1)(X2— X2) > 0)—P ((X1 — X1)(X2 — X») < 0)}



Einige Eigenschaften von p, und pg:
® pT(leXQ) S [_171] und pS(XlaXQ) S [_171]

e Wenn X3 und X5 unabhangig, dann p, (X1, X2) = ps(X1, X2) = 0.
Die Umkehrung gilt i.a. nicht.

e Sei T'IR — IR eine streng monoton steigende Funktion.
Dann qgilt:
pT(T(Xl)aT(XQ)) — pT(X17X2)

ps(T(X1),T(X2)) = ps(X1, X2)

Beweis: 1) und 2) sind trivial. Beweis von 3) erfolgt mit Hilfe von
Copulas, spater...



Tail-Abhangigkeit
Definition 1 Sei (X1, X2)? ein Zufallsvektor mit Randverteilungen Fy
und F>. Der Koeffizient der oberen Tail-Abhdngigkeit von (X1, X2)?
wird folgendermalBen definiert:

Av(X1, Xo) = U|I_>IT11_ P(X2 > F5 (uw)| X1 > Fy (u))
vorausgesetzt der Limes existiert.
Der Koeffizient der unteren Tail-Abhdngigkeit von (X1, X2)" wird
folgendermalBen definiert:

AL(X1, X2) = |inS+P(X2 < F5 (u)|X1 < Fy (u))
vorausgesetzt der Limes existiert.

Wenn Ay > 0 (A > 0) heiBt es, (X1,X>2)! hat eine obere (untere)
Tail-Abhangigkeit.

(Siehe Joe 1997, Schmidt und Stadtmiiller 2002)

Ubung 1 Sei X1 ~ Ezp()\) und X, = X2. Bestimmen Sie \y(X1, X2),
M (X1, X2) und zeigen Sie, dass (X1, X>)T eine obere und eine untere
Tail-Abhangigkeit hat. Berechnen Sie auch den linearen Korrelations-
koeffizienten pr (X1, X2).



Multivariate elliptische Verteilungen
a) Die multivariate Normalverteilung

Definition 2 Der Zufallsvektor (X1, Xo,...,Xqs)T hat eine multivari-
ate Normalverteilung (oder eine multivariate Gauss’'sche Verteilung)

wenn X = w—+ AZ, wobei Z = (Z1,Z>,...,7;)" ein Vektor von i.i.d.
normalverteilten ZV (Z; ~ N(0,1), Vi=1,2,...,k), A € R™* jst eine
konstante Matrix und p € R? ist ein konstanter Vektor.

Fir so einen Zufallsvektor X gilt: E(X) = u, cov(X) =X = AAT
(X positiv semidefinit). Notation: X ~ Ny(u, ).

Theorem 1 (Multivariate Normalverteilung: dquiv. Definitionen)
1. X ~ Ny(p,X) fiir einen Vektor u € R? und eine positiv semi-

definite Matrix ~ € R dann und nur dann wenn Va € RY,
a = (a1,ao,...,aq)", die Zufallsvariable a® X normal verteilt ist.

2. Ein Zufallsvektor X € IR ist multivariat normal verteilt dann und

nur dann wenn seine charakteristische Funktion folgendermaben
gegeben ist:

dx(t) = E(exp{it' X}) = exp{itl n — %tTZt}

fur einen Vektor u € R? und eine positiv semidefinite Matrix
> € R¥4,



3. Ein Zufallsvektor X € R? mit E(X) = p und cov(X) = X, wobej
die Determinante von X positiv ist (det(X) := |<| > 0), ist nor-
mal verteilt, d.h. X ~ Ny(u,2), dann und nur dann wenn seine
Dichtefunktion folgendermalBen gegeben ist

1 exp{_(w—u)Tzl(w—u)}.
vV (2m)4 ] 2

Beweis: (siehe zB. Gut 1995)

fx(z) =

Theorem 2 (Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung)
Fiir X ~ Ng(u,2) gilt:

Lineare Kombinationen:
Fiir B € R¥*? ynd b € R*. Es gilt dann BX+b € N,(Bu+b, BZBT).

Randverteilungen:
Setze X7 = (X(UT,X(?)T) fir XMW = (X1, Xo,.... X)T und

X(Q)T = (Xk+1, Xk+2, ce ,Xd)T und analog

,LLT — (/’L(l) ,,LL(Q) ) und > = < s(21) 522 )

Es gilt dann XM ~ Ny (p®, =) und X@ ~ Ny (p@, =),
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Bedingte Verteilungen:
Wenn 2 regular, dann ist auch der bedingte Z.Vektor

X@|x@1) = () multivariat normal verteilt

X x® = ;@ o N, (H(Q’”, z@?’l)) wobei
-1
p2D = @ 4 Z<2,1><Z(1,1>) (wm _ u(l)) und
s(22,1) — 5(22) _ 5(2,1) (2(1,1))_12(1,2).

Quadratische Formen:
Wenn X reguldr, dann gilt D? = (X — )T 1(X — p) ~ x3.
Die Zufallsvariable D heiBt Mahalanobis Distanz.

Faltung: _
Seien X ~ Ng(p,2) und Y ~ Nyg(ii,2) zwei unabhadngige Zu-
fallsvektoren. Es gilt dann X 4+ Y ~ Ny(p 4+ o, X 4+ X).
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b) Varianz-gemischte Normalverteilungen

Definition 3 Ein Zufallsvektor X € R® hat eine multivariate Varianz-

gemischte Normalverteilung wenn X < w+WAZ wobei: Z ~ N,(0,1I),
W > 0 ist eine von Z unabhangige positive Zufallsvariable, u € R® ist
ein konstanter Vektor, A € R¥™* jst eine konstante Matrix, und I ist
die Einheitsmatrix.

Unter der Bedingung W = w ist X normalverteilt: X ~ Ny(u, w?X),
wobei ~ = AAT.

E(X) = p und cov(X) = E(WW?2AZZTAT) = E(W?)X falls E(W?) < o

Beispiel 4 Die multivariate t,-Verteilung
Sei Y ~ IG(«, B) (Inverse Gamma-Verteilung) mit Dichtefunktion:

fap(z) = b7 —Gat1) exp(—3/z) £ > 0,aa>0,8>0
(o)
Dann qgilt:
B . . 5 y
E(Y) = fiira > 1, var(Y) = flir a > 2

o—1 (o —1)2(ax—2)

Sei W2 ~ IG(a/2,a/2). Dann ist die Verteilung von X = u+ WAZ
eine multivariate t, Verteilung mit o Freiheitsgraden: X ~ tq(a, pu, X).

«

cov(X) = E(W?)X = >
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c) Spharische Verteilungen

Definition 4 Ein Zufallsvektor X = (X1,Xo,...,Xs)" hat eine
spharische Verteilung wenn fiir jede orthogonale Matrix U € R4

die Gleichung UX = X gilt.

Theorem 3 Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1.

2.

Der Zufallsvektor X € R? hat eine sphérische Verteilung.

Es existiert eine Funktion ¢:IR — IR, sodass die charakteristische
Funktion von X folgendermalBen gegeben wird:

ox(t) =9 (t't) =i+ t5+ ... +tI)

Fiir jeden Vektor a € R? gilt a'X = l|a]| X1 wobei
la|]|? =af + a3+ ... + a3.

. X lasst sich als X < RS reprasentieren, wobei der Zufallsvektor

S € RY gleichméBig verteilt auf der Einheitskugel S%1,
S41 = {z € R% ||z|| = 1}, ist, und R > 0 eine von S unabhingige
ZV ist.

Notation einer spharischen Verteilung: X ~ S;(1)
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Beispiel 5 Dje standard Normalverteilung ist eine spharische
Verteilungen.

Sei X ~ Ny4(0,1). Dann X ~ S;(yp) mit ¢ = exp(—x/2).
Tatsdchlich: ¢x(t) = exp{it?0 — 2tTTt} = exp{—tTt/2} = (tTt).

Sei X = RS die stochastische Darstellung von X ~ Ny(0,I). Es gilt
d

IX1]* = R ~ xg;

Simulation einer spharischen Verteilung:

(i) Simuliere s aus einer gleichmaBig verteilten Zufallsvektor in S%1
(zB. in dem y aus einer multivariaten Standard Normalverteilung
Y ~ Ny4(0, ) simuliert und s = y/||y|| gesetzt wird).

(ii) Simuliere r aus R.

(iii) Setze x =rs.
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d) Elliptische Verteilungen

Definition 5 Ein Zufallsvektor X € R? hat eine elliptische Verteilung

wenn X = u+ AY, wobei Y ~ Sp(v), n € R? ist ein konstanter Vektor
und A € R¥>¥ st eine konstante Matrix.

Die charakteristische Funktion:

ox(t) = E(exp{it' X}) = E(exp{it’ (u+AY)}) = exp{it’ u} E(exp{i(ATt)TY})
= exp{it’ p}y(t" Tt),

wobei > = AAT.

Notation elliptische Verteilungen: X ~ E;(u, >, )

1 heiBt Positionsparameter (location parameter),

> heiBt Dispersionsparameter (dispersion parameter),

Y heiBt charakteristischer Generator der elliptischen Verteilung.

Falls A € R%? reguldr, dann gilt folgende Relation zwischen
elliptischen und spharischen Verteilungen:

X ~Ey(p, Z,9) & A NX —p) ~ Sy(y), Ae R™ AAT =5
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Theorem 4 ( Stochastische Darstellung der elliptischen Verteilung)

Sei X € R? ein d-dimensinaler Zufallsvektor.

X ~ Ey(u,>,4) dann und nur dann wenn X < u+ RAS, wobei S € RF
ist ein auf der Einheitskugel S~ gleichverteilter Zufallsvektor, R > 0
ist eine von S unahdngige nicht negative Zufallsvariable, A € IR®*¥

ist eine konstante Matrix (X = AAT) und p € R? ist ein konstanter
Vektor.

Simulation einer elliptischen Verteilung:

(i) Simuliere s aus einer gleichmaBig verteilten Zufallsvektor in S%1
(zB. in dem y aus einer multivariaten Standard Normalverteilung
Y ~ Ny(0,I) simuliert und s = y/||y|| gesetzt wird).

(ii) Simuliere r aus R.

(iii) Setze x = u + rAs.
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Beispiel 6 (Multivariate Normalverteilung)

Sei X ~ N(u,¥). Es existiert eine Matrix A € R** sodass X = u+AZ
wobei Z € N,(0,1) und AAT = 3. Weiters gilt Z = RS wobei S ein
gleichmé&Big verteilter Zufallsvektor in S*~! ist und R? ~ x2. Daraus

folgt X < uw—+ RAS und daher X ~ Eg(u,>,v) mit ¢(x) = exp{—z/2}.
Beispiel 7 (Multivariate normal variance mixture)

Sei Z ~ Ny4(0,I) ein normal-verteilter Zufallsvektor. Z ist spharisch-

verteilt mit stochastischer Darstellung Z = V'S wobei V2 = 1Z]]% ~ x3.
Sei X = u+WAZ eine Varianz-gemischte Normalverteilung. Dann gilt

X £ 4+ VWAS wobei V2 ~ x2 und VW eine nicht-negative von S
unabhangige ZV ist. D.h., X ist elliptisch verteilt mit R=VW.
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Theorem 5 (Eigenschaften der elliptischen Verteilung)
Sei X ~ E,(n,2,1). X hat folgende Eigenschaften:

Lineare Kombinationen:
Fiir B € R**% und b € R* gilt:

BX 4+ b€ Ey,(Bu+b, BB ).

Randverteilungen:
Setze XT = (me, X<2>T) fiir
XOT = (X1, X2,...,X)7 und X' = (Xp41, X2, ..., X$)" und

analog
(1,1) (1,2)
= (nO, 1@ sowie ¥ = ( §(2,1> §(2,2> ) Es gilt dann

X1~ Na(p®, 20D, ) und Xo ~ Ny (4, 222, 5).
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Bedingte Verteilungen:
Wenn 2 regular, dann ist auch die bedingte Verteilung

X@ | x@) = (1) elliptisch verteilt:
Y@ x @ — 1) Nk_ﬂ@(z,l),z(zz,l),@
wobei
-1
pD = @ 4 Z(z,n(zu,l)) (wm _ u(l))
und
s(22,1) — v(22) _ 5(2,1) (2(1,1))_12(1,2).

Typischerwise sind ¢ und 1 unterschiedlich
(siehe Fang, Katz und Ng 1987).
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Quadratische Formen:
Wenn > regular, dann qgilt

D? = (X —p)T="1(X —pn) ~ R?
wobei R die nicht-negative ZV aus der stochastischen Darstellung

Y = RS der spherischen Verteilung Y mit S ~ U(S(d‘l)) und
X = u+ AY ist. Die Zufallsvariable D heiBt Mahalanobis Distanz.

Faltung:

Seien X ~ Ei(p,=,v) und Y ~ Ei(ii,~,¢) zwei unabhdngige
Zufallsvektoren. Es gilt dann X +Y ~ Ep(u + fi, 2, ¢) wobei ¢p =
Y.
Achtung: > muss i.a. dieselbe fur X und Y sein.
Anmerkung: Aus X ~ Ei(u, I, ) folgt nicht, dass die Komponenten
von X unabhangig sind. Die Komponenten von X sind dann und nur

dann unabhangig wenn X multivariat normalverteilt mit der Einheits-
matrix als Kovarianzmatrix ist.
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Koherente Risikomabe

Sei (2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ereignismenge €2,
Ereignisalgebra F und Wahrscheinlichkeitsmall P.

Sei LO(Q, F,P) die Menge aller ZufallsgréBen aus (€2, F), die fast
sicher endlich sind.

Sei M C L),
Sei p: M — R ein RisikomalB in M

Definition 6 Ein RisikomalB p, das folgende Eigenschaften besitzt,
heiBbt koherent auf M :

(C1) Invarianz bzgl. Translation:
p(X 4+ 1) =p(X)+r, fiir jede Konstante r und jedes X € M.

(C2) Subadditivitat:
VX1, Xo € M gilt p(X1 + X2) < p(X1) + p(X2).

(C3) Positive Homogenitat:
p(AX) = Ap(X), VA >0, VX € M.

(C4) Monotonie:
f.s.
VX1, X0 € M gilt X1 < Xo == p(X1) < p(X2).
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Konvexe RisikomaBe
Betrachte die Eigenschaft
(C5) Konvexitat:
VX1,Xo € M, VX € [0,1] gilt
p(AX1 4+ (1 = M) X2) < Ap(X1) + (1 — A)p(X2).

(C5) ist schwacher als (C2) und (C3), d.h. (C2) und (C3) zusammen
implizieren (C5) aber nicht umgekehrt.

Definition 7 Ein RisikomalB p, das die Eigenschaften (C1),(C4) und
(C5) besitzt, heiBt konvex auf M.

Beispiel 8 VaR ist nicht koherent

Sei das WahrscheinlichkeitsmalB P durch einer beliebigen kontinuier-
lichen oder diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung F definiert.

VaR,(F) = F~(«) besitzt die Eigenschaften (C1), (C3) und (C4).

Sei das WahrscheinlichkeitsmalB P durch die Binomialverteilung
B(p,n) fiirne NN, pe (0,1), definiert.
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Beispiel 8 (Folgerung)
VaR,(B(p,n)) ist nicht subadditiv.

ZB.: Berechnen Sie den VaR der Verluste eines Bond-Portfolios beste-
hend aus 100 Bonds, die unabhangig von einander mit Wahrschein-
lichkeit p defaultieren. Beobachten Sie, dass dieser Wert groBer als
das Hunderfache des VaRs des Verlustes eines einzigen Bonds ist.

Theorem 6 Sei (2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und M C
LON(Q, F, P) die Menge aller in (2, F,P) definierten Zufallsvariablen
mit einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung F'. CVaR, ist
eine koherentes RisikomaB in M, VYo € (0,1).
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