Multivariate Verteilungen
Zufallsvektoren und Modellierung der Abhangigkeiten

Ziel: Modellierung der Veranderungen der Risikofaktoren
Xn — (Xn,17 Xn,27 R Xn,d)

Annahme: X, ; und X, ; sind abhangig aber X, ; und X,1;; sind un-
abhangig fir keIN (k#0), 1 <4,j <d.

Grundlegende Eigenschaften von Zufallsvektoren

Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X = (X1, Xo,..., Xy’ wird durch
die Verteilungsfunktion F' spezifiziert

F(x) = F(x1,22,...,25) = P(X1 <21,Xo <122,...,X3 < x9) = P(X < 2).

Die i. Randverteilung F; von F' ist die Verteilungsfunktion von X; und
ist folgendermalBen gegeben:

Fl(xl):P(XZSLCZ):F(OO,,OO,xl,OO,,OO)

Die Verteilungsfunktion F' ist stetig wenn es eine nicht negative Funk-
tion f > 0 gibt, sodass

F(wl,xg,...,a:d)zf / / flui,un, ..., ug)durdus . ..duy

f ist in diesem Fall die Dichte von F'.



Die Komponenten von X sind unabhangig dann und nur dann wenn
F(z) = N Fi(x)

oder, wenn die Dichten f und f;, 1 <1 < d, existieren, dann sind die
Komp. von X d.u.n.d. unabhangig wenn

f(@) = Ni_y fixi)
Ein Zufallsvektor wird durch seine charakteristische Funktion ¢x ()
eindeutig spezifiziert:
dx(t) .= E(exp{it’ X}),t € R?
Wenn E(X?) < oo fir alle k, dann ist die Kovarianzmatrix eines
Zufallsvektors folgendermalBen gegeben:
Cov(X) = E((X — E(X))(X — E(X))")

Anmerkung:.

Fur einen n-dimensionalen Zufallsvektor X, eine konstante Matrix
B € R™" und einen konstanten Vektor b € IR" gelten folgende Gle-
ichungen:

E(BX +b) = BE(X)+1b Cov(BX +b) = BCov(X)B?!



Beispiel 1 Flir die multivariate Normalverteilung mit Mittelwert u
und Kovarianzmatrix > sind die Dichtefunktion f bzw. die charakter-
istische Funktion ¢x folgendermalBen gegeben (|X| = |Det(X)|):

fla) = exp {—écr T m} 2 ER

1

v (2m)4 x|
1

¢x(t) = exp {itTu — EtTZt} teR?

Probleme bei Modellierung der Abhangigkeit zwischen
Finanzgrossen mit Hilfe der (multivariaten) Normalverteilung

e FinanzgroBen haben i.a. heavier Tails als die Normalverteilung

e Die Zusammenhange bei groBeren Verlusten sind i.a. starker als
bei “normalen” Werten. Diese Art von Zusammenhangen kann
mit der multivariaten Normalverteilung nicht modelliert werden.

(Veranschaulichung der Problematik durch einen Vergleich zwischen
Streudiagrammen von echten Daten und Scatter-Plots von Daten, die
aus einer Normalverteilung mit geschatztem Erwartungsvektor und
geschatzter Kovarianzmatrix simuliert werden.)



Abhangigkeitsmale

Seien X7 und X, zwei Zufallsvariablen. Es gibt einige skalare Male
fur die Abhangigkeit zwischen X; und Xbo.

Lineare Korrelation

Annahme: var(X1),var(X2) € (0,00). Der Koeffizient der
linearen Korrelation pr (X1, X5) ist folgendermaBen gegeben:

cov(X1, X>2)

X1, Xo) =
pr{X, X2) Vvar(X1)var(X2)

X1 und X5 sind unabhangig = pr(X1,X2) =0

pr(X1,X5) = 0 impliziert nicht, dass X; und X, unabhangig sind

Beispiel 2 Sei X; ~ N(O,l) und Xo = X12 Es gilt ,OL(Xl,XQ) =0
aber X1 und X» sind klarerweise abhangiq.

Weiters gilt:
pr(X1,X2)| =14 3a,8€R, B#0, sodass Xo = a + BX;

und signum(B) = signum(pr (X1, X2))



Der lineare Korrelationskoeff. ist eine Invariante unter streng monoton
steigende lineare Transformationen. D.h. fur zwei Zufallsvariablen X3
und X> und reellen Konstanten ai,a2,061,02 € IR, 61 > 0 und G2 > 0
gilt:

pr(a1 + B1X1, a0 + BoX2) = pr (X1, X2).

Der lineare Korrelationskoeffizient ist jedoch keine Invariante unter
streng monoton steigende nicht-lineare Transformationen.

Beispiel 3 Seien X ~ Exp(\), Xo = X1, und Ty, T> zwei streng mono-
ton steigende Transformationen: Ti(X1) = X1 und T>(X1)) = X%.
Dann qgilt:

pr(X1,X1) =1 und pr(T1(X1),1T2(X1)) =

i



