Theorem 11 (MDA(WV,), Gnedenko 1943)

F e MDA(W,) (a > 0) <= zr := sup{zr € R F(z) < 1} < oo und
F(xp —2 ') € RV_o (o> 0).

Wenn F € MDA(WV,), dann lim,_.a, (M, — zr) = W, mit
an =zp — F—(1 —n"1).

Beispiel 23 Sei X ~ U(0,1). Es gilt X € MDA(W1) mit a, = 1/n,
n € IN.

Theorem 12 (MDA(N))

Sei F' eine Verteilungsfunktion mit rechtem Endpunkt xp < oo.
F € MDA(N) dann und nur dann wenn es ein z < xp existiert, sodass
fliir F' folgende Darstellung gilt:

_ T g(t
F(x) = c(ac)exp{ —/ &dt},Vx, z<x<xp.
. a(t)
Fiir die Funktionen c(z) und g(x) gilt limgy,,c(x) = ¢ > 0 und
lim1., g(t) = 1, und a(t) ist eine positive absolut stetige Funktion,
sodass limyy;, a’'(t) = 0.
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Theorem 13 (MDA(N), alternative Charakterisierung)

Eine Verteilungsfunktion F gehért zu M DA(N) dann und nur dann
wenn es eine positive Funktion a existiert, sodass

im F(x —_I— ua(x)) _
Eine mdgliche Wahl fiir a ist a(x) = a(x)
T F(t
a(z) = / _( )dt
: F(z)
Die Funktion a(x) heiBt durchschnittliche UberschuBfunktion
(mean excess function):

a(z) = E(X —z|X > 2),Ve < zp

e " Vu € R

Einige Verteilungen, die dem M DA(A) gehoren:
e Normal: F(z) = (2n) /2 exp{—22/2}, z € R.
e Exponential: f(z) = A ltexp{—-Xz}, >0, A > 0.
e Lognormal: f(z) = (2rz?) 12 exp{—(Inz)2/2}, = > 0.
e Gamma: f(z) = %xa—l exp{—pBz}, >0, a,3 > 0.
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Graphische Methoden zur Untersuchung des Verteilungsrandes
e Histogramm

e Quantil-Quantil Plots

X1, Xo,...,X, sind i.i.d. ZV mit einer unbekannten Verteilung F.
Es wird vermutet, dass F' am Rand von einer bekannten Vertei-
lung F' approximiert wird. Wie kann man diese Vermutung testen?

Sei Xpn < Xp—10 < ... < X1, eine sortierte Stichprobe aus Xji,
Xo,..., X,.

qg-plot: {(Xpn, F7(%2E2)): k= 1,2,...,n}.

Bei einer plausiblen Vermutung stellt der gg-plot eine einigerma-
Ben lineare Abhangigkeit dar. Diese Eigenschaft bleibt auch dann
erhalten wenn die echte Verteilung und die Referenz-Verteilung
nicht ubereinstimmen, sondern vom selben Typus sind.

Faustregel: Je groBer das Quantil um so mehr “heavy tailed” ist
die Verteilung!
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Der Hill Schatzer

Seien X1, X2, ..., X, i.i.d. mit Verteilungsfunktion F', sodass F' € RV_,,
a >0, d.h. F(x) =2 *L(x) mit L € RV,.

Ziel: Schatzung von «!

Theorem 14 (Satz von Karamata)
Sei L eine langsam variierende und lokal beschrankte Funktion auf
[z0, +00) fiir ein o € R. Dann gilt:

(a) Fir x> —1:

v 1
/ t"L()dt ~ ————z" T L(z) fiir £ — oo
- k+1

(b) Fiir k < —1:

+o0 1
/ t"L()dt ~ ————2" T L(x) fiir z — oo
. k+1

Beweis in Bingham et al. 1987.
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Annahme: L ist lokal beschrankt in [u, 400).

Aus dem Satz von Karamata folgt:

E(n(X) —In(w)|In(X) > In(u)) = JL@%@LW(M x—Inu)dF (x) :;;)1.

Fir die empirische Verteilung F,(x) = %Zzzl I, ~)(x) und eine hohe
stichprobenabhangige Schwelle z ,, erhalt man:

E (In(X) = In(zkn)| IN(X) > In(zkn)) =
R b
Fn(xk,n) X

Wenn k = k(n) — oo und k/n — 0, dann X;m — oo fur n — oo, und
dann folgt aus (8):

(Inz — Nz, )dFy(z) = —Z(mxm Nz ,).
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Der untenstehende Hill-Schatzer ist also konsistent:

-1

k
1
5‘1(4{? — EZ(In Tin— INxY,)
=1

Wie wird ein passendes k fur eine gegebene StichprobengroBe n
gewahlt?

k zu klein: hohe Varianz des Schatzersl!

k zu gross. Schatzer basiert auf zentrale Werte der Verteilung —
Der Schatzer ist verzerrt!

Grafische Inspektion des Hill Plots: {(k,ag’) k= Qn}

Fur einen gegebenen Schatzer 64,({]? von « erhalt man folgenden
Schitzer fur die Randverteilung F':

~(H)

= k _ak,n
Po=1 ()
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und folgenden Quantil-Schatzer:

~(H)
akn

p=r =) " .



