e RisikomaBe basierend auf die Verlustverteilung
Sei Fy, := Fy,,, die Verteilung der Verlust L, 1.
Die Parameter von Fp, ., werden anhand von historischen Daten
entweder direkt oder mit Hilfe der Risikofaktoren geschatzt.

1. Die Standardabweichung std(L) := \/o?(F1)
Wird vor allem in der PF-Theorie verwendet.

Nachteile:

— STD existiert nur fur Verteilungen mit E(FLQ) < oo, d.h.
nicht ansetzbar bei leptokurtischen (‘“fat tailed”) Ver-
lustverteilungen;

— Gewinne und Verluste beeinflussen die Standardabweichung
gleichermalBen.

Beispiel 7 L1 ~ N(0,2), Ly ~ tq (Student Verteilung mit 4 Frei-
heitsgraden)

Es gilt 02(L1) = 2 und 0%(L2) = 25 =2
Die Verlustwarsch. ist jedoch viel groBer bei L, als bei L1.
Plote den logarithmischen Quotient In[P(L> > x)/P(L1 > x)]!
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2. Value at Risk (VaR,(L))

Definition 5 Sej L eine Verlustfunktion und o € (0,1) ein
gegebenes Konfidenzniveau.

VaR,(L) ist die kleinste Zahl |, sodass P(L >1) <1 — « gilt.
VaR.(L) =inflle RiIP(L>1)<1—a}=
inf{lleR:1—-Fr (1) <1—a}=inf{lle R:Fr(l) > a}

zB. Vorschlag von BIS (Bank of International Settlements):
VaRp.99(L) Uber ein Horizont von 10 Tagen soll als MaB flur das
Marktrisiko eines PF verwendet werden.

Definition 6 Sei F:IR — IR eine monoton steigende Funktion
(d.h. z <y=— F(z) < F(y)). Die Funktion

FTR->Ry—inf{z e R: F(z) > y}
heiBt verallgemeinerte inverse Funktion von F'.
Hier gilt inf() = —oco.

Falls F streng monoton steigend, dann gilt F~1 = F—.

1/2 0<z<1

Ubung 1 Sei F:[0,+00) — [0, 1] mit F(x) = { 1 1< o

F— =7

17



Definition 7 Sei F':IR — IR eine monoton steigende Funktion.
go(F) ;= inf{z € R: F(x) > a} heist a-Quantil von F'.

Flr die Funktion L und seiner Verteilungsfunktion F' gilt:
VaRy(L) = qo(F) = F~ ().

Beispiel 8 Sei L ~ N(u,0?).
Es gilt VaR.(L) = p+ 0ga(P) = p 4+ o 1(a),
wobei & die Verteilungsfunktion einer ZV X ~ N(0,1) ist.

Ubung 2 Portfolio PF besteht aus 5 Stlick einer Aktie A. Der heutige
Preis von A ist So = 100. Die taglichen Log-Rendite sind normal
verteilt: X1 = In % X5 = In %—f ~ N(0,0.01). Sei Ly der 1-Tages
PF-Verlust von heute auf morgen.

(a) Berechnen Sie VaRo.99(L1).

(b) Berechnen Sie VaRg.o9(L1igo) und VaRo_gg(Lleo), wobei Ligo der
100-Tage PF-Verlust lUber einen Zeithorizont von 100 Tagen aus-
gehend von heute ist. LS, ist die Linearisierung des obigen
100-Tage PF-Verlustes.

Hinweis: Fiir Z ~ N(0,1) gilt F,;'(0.99) ~ 2.3.
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3. Conditional Value at Risk (CVaR.(L)) (oder Expected Shortfall (ES))

Ein Nachteil von VaR: Gibt keine Auskunft daruber wie grol3 der
Verlust sein konnte falls L > VaR,(L).

Definition 8 Sei a ein vorgegebenes Konfidenzniveau und L
eine kontinuierliche Verlustfunktion mit Verteilungsfunktion F7,.
CVaRy(L) := ES,(L) = E(L|L > VaR,(L)).

CVaRo(L) = E(LIL > VaRa(L) = Ssiqy” =
1 | “+ oo
o E(Ljg,(0).00)) = =5 Jg. (1) 14FL(D)

: : : : _ 1 x€A
I, ist die Indikatorfunktion der Menge A: Is(x) = { 0 z¢d A

Sei F}, die diskrete Verteilungsfunktion einer Verlustverteilung L
und o ein vorgegebenes Konfidenzniveau. Der verallgemeinerte
CVaR wird im diskreten Fall folgendermaBen definiert:

GCVaRa(L) = ﬁ [E(LI[QQ(L),OO)) + ga(L) (1 —a—P(L> qa(L)))}

Lemma 1 Sei a ein vorgegebenes Konfidenzniveau und L eine
kontinuierliche Verlustfunktion mit Verteilungsfunktion Fy,. Es gilt

CVaRa(L) = 12 [ VaR,(L)dp.
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Beispiel 9 (a) Sei L ~ Exp()\). Bestimmen Sie CVaR,(L).

(b) Die Verteilungsfunktion F; der Verlustfunktion L sei folgender-
maBen gegeben: Fr(z) = 1—(14~z)~ Y7 fiirx > 0 und v € (0,1).
Bestimmen Sie CVaR,(L).

Beispiel 10 Sei L ~ N(0,1). Seien ¢ und & die Verteilungsdichte
bzw. Verteilungsfunktion von L. Es gilt CVaRa(L) = &%) 1(0‘))

Sei L' ~ N(u,c?). Zeigen Sie, dass CVaR,(L') = pu + UW gilt.

Ubung 3 Sei die Verteilungsfunktion von L die Student’schen t-
Verteilung mit v > 1 Freiheitsgraden Die Dichtefunktion von L ist

Fr((v+1)/2) 2\ —(r+1)/2
g () = (1+2)
Vvl (v/2)
Zeigen Sie, dass CVaR.(L) = g”(’i"i(ao‘)) (”Jr(j_lg“))z), wobei t, die

Verteilungsfunktion von L ist.
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Methoden zur Berechnung von VaR und CVaR
Portfoliowert: V,, = f(tm, Zm)

Zm ist der VVektor von Risikofaktoren.

Verlustfunktion: Ly, 11 = I} (Xm41)

Xm+1 ist der Vektor der Veranderungen der Risikofaktoren: X,,4+1 =
Zm+1 — Zm.

Beobachtungen (historische Daten): Z,,_n+1,.-., Zm.

Wie konnen diese historischen Daten zur Berechnung
von VaR(L,,+1), CVaR(L,,+1) verwendet werden?
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Das empirische VaR bzw. CVaR

Sei z1,xo2,...,x, €ine Stichprobe der unabhangigen identischverteilten
ZV X1, Xo,..., X, mit Verteilungsfunktion F
(Notation: Die ZV X1,X5,...,X, sind i.i.d.)

Empirische Verteilungsfunktion: F,(x) = %Zzzl I 1y, 400y ()
Empirisches Quantil: ¢, (F,) = inf{z € R: F,,(z) > a} = F; (a)

Annahme: x1 > x2 > ... > x,. Dann gilt: q.(Fn) = Tp1—a)]+1
wobei [y] = sup{n € N:n <y} fir jedes y € R.

Go(F) := qo(F},) ist der empirische Schatzer des Quantils ¢, (F").

Lemma 2 Sei F eine streng monoton steigende Funktion.
Dann gilt liMy,—s Go(F) = qo(F), Ya € (0,1), d.h. der Schitzer §.(F)
ist konsistent.

Der empirische Schatzer des CVaR ist

- -+,
CVaR,(F) = =
AR () = (@ T + 1
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