Lemma 1 Sei h:R — IR eine monoton steigende Funktion und
h— IR — IR die verallgemeinerte inverse Funktion von h. Es gelten
dann folgende Aussagen:

1. h ist stetig < h™ ist streng monoton steigend.
2. h ist streng monoton steigend <= h“ ist stetig.
3. h(h(x)) <=z

4. h ist streng monoton steigend = h* (h(x)) = =.
5. h ist stetig = h(h™ (y)) = v.

Lemma 2 Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion
F. Es gilt: P(X = ¢: F—(F(2)) =) = 1, d.h. F—(F(z)) 2 2
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Theorem 9 Sei G eine Verteilungsfunktion in IR.

1. Quantil-Transformation:
Wenn U ~ U(0,1) (standard Gleichverteilung), dann gilt
P(G(U) <z) =G(x).

2. Wahrscheinlichkeit- Transformation:
Sei Y eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion GG. Es
gilt G(Y) ~U(0,1).

Theorem 10 (Sklar, 1959)

Sei F:R?* — [0,1] eine Gesamtverteilungsfunktion mit Rand-
verteilungsfunktionen Fy,. .., Fy. Es existiert eine Copula C, sodass flr
alle x1,x>,...,xq € IR = [—o00, 00]

F(x1,22,...,7q) = C(F1(z1), F2(22), .. ., Fa(za))- (6)
Wenn Fi,...,F,; stetig, dann ist C' eindeutiq.

Vice-versa, sei C' eine Copula und Fiy,...,F; Verteilungsfunktionen.
Dann ist die Funktion F aus (6) eine Gesamtverteilungsfunktion mit
Randverteilungsfunktionen Fi,. .., F}.

C aus (6) heiBt Copula von F. Fiir ein Zufallsvektor X € R? mit
Gesamtverteilungsfunktion F' heiBt C' auch Copula von X.
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Korollar 1 Sei F' eine Gesamtverteilungsfunktion mit stetigen Rand-
verteilungsfunktionen F4,...,Fy. Die eindeutige Copula von F' ist fol-
gendermablBen gegeben:

C(ui,u2,...,uq) = F(F{ (u1), F5 (u2),..., Fy (uq)).

Theorem 11 (Copula-Invarianz bzgl. streng monotonen Transforma-
tionen)

Sei X = (X1,Xo,...,X,)T ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen Fi1,F>,..., F; und Copula C. Seien T41,1>,..., T, streng
monoton steigende Funktionen in IR. Dann ist C auch eine Copula
von (T1(X1),Ta(X2), ..., Ta(Xa))".

Beispiel 9 Sei X ~ N4(0,%X) wobei X~ = R die Korrelationsmatrix von
X ist. Seien ¢or und ¢ die Verteilungsfunktionen von X bzw. Xi1. Die
Copula von X ist die so genannte Gauss’'sche Copula Cga:

Cga(ula uz, ... ,’U,d) — ¢R(¢_l(ul)7 ¢_1(U2), I ¢_1(ud))'

Cg“ ist auch die Copula jeder nicht degenerierten Normalverteilung
N4(0,%) mit Korrelationsmatrix R.

Fiird =2 und p= R1> € (—1,1) gilt:

¢ (u) ot (u2) 1 —(332 — 9 + 2)
Ga — 1 pPr1IT2 5
Gl ) = /_oo /_oo on(1— 22" " { 2(1 - p?) } e
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Theorem 12 (Fréchet Schranken)
Fiir jede Copula gilt

d
max{Zuk —d—+ 1,0} < C(ul,u2,...,ud) < min{ul,ug,...,ud}.

k=1
Notation: Untere Schranke =: W,; und obere Schranke =: M, flr
d> 2. Flurd= 2 setzen wir M = M>, W = W>.

Anmerkung: Ein analoges Ergebnis wie im Satz 12 gilt fur allgemeine
multivariate Verteilungen F mit Randverteilungen F;, 1 <1 < d:

d
max {ZFk(xk:) —d-+ 170} < F(ZC]_,ZCQ, R 7xd) < min{Fl(xl)aFQ(xQ)a .- '7Fd(xd)}'
k=1

Beispiel 10 Zeigen Sie, dass die Fréchet untere Schranke W, flir
d > 3 keine Copula ist.
Hinweis: VVerwenden Sie die Mengenfunktion Q)

2 2 2
Qla1, br]x[az, ba]x. .. [ag, bal) = > > ... > (=) TRt (g, oy, - - ta,)

]{31:1 k?zzl k?d:].

wobei (al,ag,...,ad), (bl,bg,...,bd) c [O, 1]d mit ar < by und Uj1 = a;
und uj> = b, fur j € {1,2,...,d}.
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Theorem 13 Fiir jedes d > 3 und jedes u € [0, 1]¢, es existiert eine
Copula Cy,, sodass Cy,(u) = Wy(u).

Anmerkung: Fur jedes d > 2 ist die Fréchet obere Schranke M, eine
Copula.

Beispiel 11 M und W sind Copulas.

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx. Seien Y =
T(X) und Z = S(X) zwei Zufallsvariablen, wobei T und S zwei streng
monotone Funktionen, T steigend und S fallend, sind. Zeigen Sie,

dass M die Copula von (X, T(X))" und W die Copula von (X,S(X))"
ist.
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Co-Monotonie und Anti-Monotonie

Definition 9 X, und X»> heiBen co-monoton wenn M eine Copula von
(X1, X2)T ist. X1 und X» heiBen anti-monoton wenn W eine Copula
von (X1, X»2)7T ist.

Theorem 14 Angenommen eine Copula von (X1, X2)T ist W oder
M. Es existieren dann zwei monotone Funktionen o,(3:IR — IR und
eine Zufallsvariable Z, sodass

(X1, X2) = (a(2),8(2)).

Falls M die Copula von (X1, X»)" ist, dann sind o und 3 monoton
steigend, falls W die Copula von (X1, X>)" ist, dann ist o« monoton
steigend und 3 monoton fallend.

Wenn die Randverteilungen Fy und F»> von (X1, X»>)! stetig sind, dann
gilt:

C =W <= Xo =T(X1) fast sicher ,T = F5 o(1—Fy) monoton fallend

C =M <= X, =T(X1) fast sicher ,T = F5 o F1 monoton steigend

Beweis: In McNeil et al., 2005.
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