Koherente Risikomale

Sei (2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ereignismenge €,
Ereignisalgebra F und Wahrscheinlichkeitsmal3 P.

Sei LOO(Q,F,P) die Menge aller ZufallsgréBen aus (€2, F), die fast
sicher endlich sind.

Sei M C L,
Sei p: M — IR ein RisikomalB in M

Definition 6 Ein RisikomaB p, das folgende Eigenschaften besitzt,
heiBt koherent auf M :

(C1) Invarianz bzgl. Translation:
p(X 4+ 1) = p(X)+r, fiir jede Konstante r und jedes X € m.

(C2) Subadditivitat:
VX1, Xo € M gilt p(X1 + X2) < p(X1) + p(X2).

(C3) Positive Homogenitét:
p(AX) = (X)), VA >0, VX € M.

(C4) Monotonie:
f-s.
VX1,Xo € M gilt X1 < Xo == p(X1) < p(X2).
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Konvexe RisikomalBe
Betrachte die Eigenschaft
(C5) Konvexitat:
VX1,Xo € M, VX € [0,1] qilt
p(AX1 4+ (1 = M) X2) < Ap(X1) + (1 — A)p(X2).

(C5) ist schwacher als (C2) und (C3), d.h. (C2) und (C3) zusammen
implizieren (C5) aber nicht umgekehrt.

Definition 7 Ein Risikomal3 p, das die Eigenschaften (C1),(C4) und
(C5) besitzt, heiBt koherent auf M.

Beispiel 8 VaR ist nicht koherent

Sei das WahrscheinlichkeitsmalB P durch einer beliebigen kontinuier-
lichen oder diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung F definiert.

VaR.(F) = F(a) besitzt die Eigenschaften (C1), (C3) und (C4).

Sei das WahrscheinlichkeitsmalB P durch die Binomialverteilung
B(p,n) fiirn e N, p € (0,1), definiert.
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Beispiel 8 (Folgerung)
VaR.(B(p,n)) ist nicht subadditiv.

ZB.: Berechnen Sie den VaR der Verluste eines Bond-Portfolios beste-
hend aus 100 Bonds, die unabhangig von einander mit Wahrschein-
lichkeit p defaultieren. Beobachten Sie, dass dieser Wert groBer als
das Hunderfache des VaRs des Verlustes eines einzigen Bonds ist.

Theorem 6 Sei (2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und M C
LO(Q, F, P) die Menge aller in (Q2, F,P) definierten Zufallsvariablen
mit einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung F'. CVaR,, ist
eine koherentes Risikomal3 in M, Va € (0,1).
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Elliptische Verteilungen und Portfoliooptimierung

Betrachte d Aktien und die Klasse P aller Portfolios bestehend aus
diesen Aktien.

Jedes (long-short) Portfolio aus P ist eindeutig durch den
Gewichtsvektor w = (w;) € R? definiert. Daher:

d
P = {w = (w;) € ]Rd:Z|wi| = 1}
i=1
Sei X = (X1, X>,...,Xy) ein Zufallsvektor, der die Rendite der d Aktien
darstellt. Sei E(X) = pu.

Die Portfoliorendite ist die Zufallsvariable Z(w) = 3., w; Xi.

Die erwartete Portfoliorendite: E(Z(w)) = w!p.
Es gelte X ~ Ey(u, <,9) mit E(X?) < oo und ¥ = cov(X).
Sei &, die Klasse jener PF aus P sodass E(Z(w)) = m, m € R, m > 0.

d
gm — {w — (wl) S Rdaz |wz| — 1’leu — m}
i=1
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Das Mean-Variance PF-Optimierungsmodell
(Markowitz 1952, 1987)

min var(Z(w)) (3)

weé&,,

Sei p ein Risikomal3. Das Mean-p PF-Optimierungsmodell lautet:

min p(Z(w)) (4)

Sei p=VaR,, a € (0,1). Das Mean-VaR PF-Optimierungsmodell
lautet:

min VaR.(Z(w)) (5)

Frage: Wie hdngen die Probleme (3) und (4) (insbesondere (5))
zusammen?
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Theorem 7 Sei M die Menge der erwarteten Rendeite der Portfolii
aus P. Die Risikofaktoren, d.h. die Rendite der einzelnen Aktien seien
aaliptisch verteilt, X = (X1,X>,...,Xy) ~ E4(u,X,%) fiir gegebene
peR?, o e R™ und v:R — R. Var, ist koherent auf M, fiir jedes
ae€ (0.5,1).

Theorem 8 (Embrechts et al., 2002)

Sei X = (X1,Xo,...,X3) = u+ AY elliptisch verteilt mit . € RY,
A € R¥>* und einem spherisch verteilten Zufallsvektor Y ~ Si(v) und
E(X?) < oo, Vk. Sei p ein RisikomaB, das die Eigenschaften (1) und
(2) besitzt, und p(Y1) > 0 erfiillt, wobei Y1 die erste Komponente des
spherisch verteilten Zufallsvektors Y ist.

Es gilt dann:
argmin{p(Z(w)):w € &} = argmin{var(Z(w)): w € &}
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Einfuhrung in Copulas: Grundlegende Eigenschaften

Definition 8 Eine d-dimensionale Copula ist eine Verteilungsfunktion
auf [0,1]¢ deren Randverteilungen jeweils standard gleichverteilt auf
[0, 1] sind.

Oder aquivalent:

Eine Copula C ist eine Funktion C: [0, 1]¢ — [0, 1], die folgende Eigen-
schaften hat:

1. C(u1i,un,...,uq) ist mon. steigend in jeder Variable u;, 1 <1i <d.
2. C(1,1,...,  ug,1,...,1) = uy fiir jedes k € {1,...,d}, u € [0, 1].

3. Folgende Ungleichung (sogenannte Rechtecksungleichung)
gilt fiir alle (a1,a2,...,aq), (b1,ba,...,by) € [0, 1]¢
mit ap < by, Vk € {1, 2,... ,d}.’

2 2
Z .. Z (—1)k1+k2+'"+kd0(ulkl, UDfyy + - - ,udkd) >0
klzl kd:].

wobei Ujl = aj und Uj2 = bj.
Anmerkung: Fur 2 < k£ < d sind die k-dimensionalen Randverteilun-

gen einer d-dimensionalen Copula wieder Copulas, k-dimensionale
Copulas.
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