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1 Markov-Kette

Definition 1. Seien X1, X2, . . .Xn eine Folge von Zufallsvariablen, s1, . . . , sj
eine Menge an Zuständen. Wir nennen die Folge (Xi)i∈N eine Markov-Kette,
falls

P (Xn+1 = sjn+1

∣∣ Xn = sjn) =

P (Xn+1 = sjn+1

∣∣ Xn = sjn , Xn−1 = sjn−1 , . . . , X0 = sj0).

Die Zukunft des Prozesses ist also nur vom aktuellen Zustand abhängig und
nicht von der Vergangenheit.

[1]

2 stochastische Matrix

Definition 2. Wir nennen P ∈ Rn×n stochastisch, falls Pij ≥ 0 ∀i, j und∑n
i=1 Pij = 1, doppelt stochastisch, wenn zusätzlich noch

∑n
j=1 Pij = 1. Dabei

ist Pij die Wahrscheinlichkeit für den Zustand j, in Zustand i überzugehen.

[2]

3 Vektoriteration

Theorem 1. Sei A ∈ Cn×n diagonalisierbar mit Eigenwerten |λ1| > |λ2| ≥
|λ3| ≥ · · · ≥ |λn|, und zugehörigen Eigenräumen V1, V2, . . . , Vn. Sei Cn 3 v =∑n

i=1 civi mit ‖v‖ = 1, vi ∈ Vi und c1 6= 0. Sei K(v) = Av
‖Av‖ . Dann konvergiert

Kn(v) gegen v1 für n→∞. Die Konvergenzgeschwindigkeit hängt dabei nur
maßgeblich von λ2 ab.

Beweis. siehe Tafel.

[3]

4 Problemstellung

Problem 1. Gegeben sei ein Pfad v1−v2−· · ·−vn. Die Übergangswahrscheinlichkeit
von Knoten vi nach Knoten vj sei Pij. Wir betrachten symmetrische
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Übergangswahrscheinlichkeiten, d.h. Pij = Pji. Ferner gilt
Pij = 0 für |i− j| > 1. Daher ist

P =



P11 P12 0 . . . 0 0

P21 P22
. . . . . . 0 0

0
. . . . . .

...
...

...
...

0 0 . . . Pn−1,n−1 Pn−1,n
0 0 . . . Pn,n−1 Pn,n


eine doppelt stochastische, symmetrische, tridiagonale Matrix. Für welche
P konvergiert P nx am schnellsten gegen einen Vektor x̄? Laut Theorem
1 hängt die Konvergenzgeschwindigkeit nur maßgeblich vom betragsmäßig
zweitgrößten Eigenwert ab.

[4]

Beispiel 1. Wir betrachten eine Vielzahl von Individuen eines Mikroorgan-
ismusses mit Generationenwechsel. Seien g1, . . . , gn die unterschiedlichen
Erscheinungsformen. Die Wahrscheinlichkeit des Wechsels von gi auf gj sei
symmtrisch, d.h. P (gi

∣∣gj) = P (gj
∣∣gi). Ferner sei ein Wechsel von gi auf gj

unmöglich für |i− j| > 1.
Leider ist nur eine Erscheinungsform transportfähig, das Labor braucht zur
Durchführung des Experiments aber alle im selben Ausmaß. Welche Bedin-
gungen sollen gewählt werden, um eine möglichst schnelle Gleichverteilung
zu gewährleisten?

Lemma (1). Sei P stochastisch und diagonalisierbar mit Eigenwerten
λ1, . . . , λn. Dann ist λ1 = 1 und |λi| ≤ 1 für alle i.

Beweis. Sei 1 der Vektor mit allen Einträgen gleich 1. Damit ist

P1 =


∑n

i=1 Pi1 · 1
...∑n

i=1 Pin · 1

 = 1

1 ist ein also ein Eigenwert. Sei nun λ ein Eigenwert und P (x1, . . . , xn)T =
λ(x1, . . . , xn)T . Sei i0 ein Index mit |xi0 | ≥ |xi| für alle i. Dann gilt

|λ||xi0| = |λxi0| = |
n∑
j=1

Pi0jxj| ≤
n∑
j=1

Pi0j|xj| ≤
n∑
j=1

Pi0j|xi0| = |xi0|
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Damit ist |λ| ≤ 1.

[5]

5 Spektralnorm

Definition 3. Sei A ∈ Cn×n. Die Spektralnorm ‖A‖S ist

‖A‖S =
√
maxj|λ2j | für λ2j Eigenwert von A∗A.

Satz 1. Sei A ∈ Cn×n hermitesch. Dann entspricht die Spektralnorm dem
betragsmäßig größten Eigenwert.

Beweis. durch Nachrechnen

Satz 2. Sei ‖ · ‖ die Supremumsnorm, A ∈ Cn×n. Dann gilt ‖A‖ ≤ ‖A‖S.

Beweis. A∗A ist hermitesch und besitzt daher eine Basis aus orthogonalen
Eigenvektoren u1, u2, . . . , un. Sei x ∈ Cn mit ‖x‖ = 1. Es ist

‖Ax‖22 = x∗A∗Ax = (
n∑
k=1

ckuk)
∗ (

n∑
j=1

cj(A
∗A)uj) =

=(
n∑
k=1

ckuk)
∗ (

n∑
j=1

λ2jcjuj) =
n∑
k=1

λ2k|ck|
2 ≤

≤ maxk(|λ2k|)
n∑
k=1

|ck|2 = ‖A‖2S‖x‖2

[6]

Korollar 1. Seien P ∈ Rn×n eine symmetrische, stochastische Matrix, x ∈
Rn×n mit ‖x‖ = 1. Dann gilt <x,Ax> ≤ ‖A‖S.

Beweis. Schreibe anstatt A∗A nur A und ersetze λ2k durch λk.

Lemma (2). Sei P ∈ Rn×n eine symmetrische, stochastische Matrix mit
Eigenwerten 1 > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|. Dann hat P − 1

n
11T die Eigenwerte

0, λ2, . . . , λn.

Beweis. P und P− 1
n
11T haben gleiche Eigenräume.
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Lemma (3). Sei P ∈ Rn×n eine symmetrische, stochastische Matrix, y, z ∈
Rn mit

1Ty = 0, ‖y‖ = 1,

P ij 6= 0 =⇒ zi + zj
2

≤ yiyj

Sei µ(P ) der betragsmäßig zweitgrößte Eigenwert. Dann ist µ(P ) ≥ 1T z.

Beweis.

µ(P )

= ‖P−(
1

n
)11T‖S ≥

≥ yT (P− 1

n
11T )y = yTPy =

∑
i,j

Pijyiyj ≥

≥
∑
i,j

1

2
(zi + zj)Pij =

1

2
(zTP1 + 1TPz) = 1T z

6 Lösung der Problemstellung

Theorem 2. Die Matrix

P =



1
2

1
2

1
2

0
. . .

. . . . . .

0 1
2

1
2

1
2


hat unter allen symmetrischen, stochastische Matrizen den kleinsten betragsmäßig
zweitgrößten Eigenwert.

Beweis. Die Eigenwerte und Eigenvektoren von P sind

λ1 = 1, v1 =
1√
n
1

λj = cos
((j − 1)π

n

)
vj(k) =

√
2

n
cos
((2k − 1)(j − 1)π

2n

)
fürj = 2, . . . , n, k = 1, . . . , n
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Wir wählen z ∈ Rn mit

zi =
1

n

(
cos
(π
n

)
+ cos

((2i− 1)π

n

)
/cos

(π
n

))
Damit ist 1T z = cos(π

n
). Die Vektoren v2 und z erfüllen die Bedingungen

in Lemma 3. Nachdem also µ(P ) ≤ cos(π
n
) für alle stochastischen, sym-

metrischen Tridiagonalmatrizen gilt und µ(P) = cos(π
n
), ist P die gesuchte

Matrix.

[4]
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