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Optimierung 1 SS 2017
6. Ubungsblatt

Sensitivititsanalyse: Anderung eines Kostenkoeffizienten

Gegeben sei ein lineares Programm in der Normalform max{c'z: Az = b,z > 0} mit A € IR™*",
b e IR™, c € IR", m < n, sowie eine optimale Basis B. Untersuchen Sie fiir welchen Bereich kleiner
Anderungen Ac, eines Kostenkoeffizienten ¢, r € {1,2,...,n}, die Basis B optimal bleibt. Unter-
scheiden Sie zwei Félle: r € B und r € N, wobei N :={1,2,...,n}\ B. Wie dndert sich der optimale
Zielfunktionswert falls B nach einer entsprechenden Anderungen von ¢, umd A, optimal bleibt?

Veranschaulichen Sie das Ergebnis Threr Untersuchung anhand des folgenden Beispiels

max 1 + X9
unter 1 + 2290 + x3 = 4
2r1 — X9 + x4 = 3
T2 + x5 = 1

T1,T2,23, 24,25 2> 0
nach dem Sie die Optimalitét der Basis B = (3,2,1) nachgewiesen haben.

(a) Das duale Problem eines linearen Programms in Normalform max{c’z: Az = b,z > 0} mit
AeIR™™ beR™ ce€lR" m < n, kann in zwei Schritten gebildet werden: zuerst wird das
Problem in die kanonische Form tiberfiihrt, dann wird die kanonische Form des Problems duali-
siert (vgl. Vorlesung). Dabei wird jede Gleichheitsrestriktion als zwei Ungleichungen dargestellt
und impliziert somit je zwei nichtnegative Variablen im Dualen. Uberlegen Sie sich ob die jewei-
ligen Paare von Dualvariablen in je eine vorzeichenunrestringierte Variable kombiniert werden
konnen. Wie &dndert sich das duale Problem eines linearen Programms in kanonischer Form,
wenn bei eine (oder mehreren Restriktionen) die Richtung von ,kleiner oder gleich“ auf , grofler
oder gleich“ geiéindert wird? Uberlegen Sie weiters was das Fehlen von Vorzeichenrestriktionen
iiber eine oder mehrere primale Variablen im dualen Problem bewirkt.

(b) Setzen Sie die Uberlegungen aus (a) in der direkten Dualisierung folgender Probleme um, (d.h.
ohne Uberfithrung in die kanonischer Form):

(i)

max —2x7 + x9 — 4dx3 + 314
unter 1 + x99 4+ 3xz3 + 2x4 < 4
x1 - z3 + x4 > -1
2r1 + 1o < 2
1 + 2x0 + x3 + 224 = 2

r1 frei, xo9, 3,24 > 0.
(i)

min  34x1 + b5x9 4+ 1923 + 94
unter —2r7 — T2 — x3 — x4 < =9
4dr1 — 2x9 + OSx3 4+ x4 < 8
dry — mp + 33 + w4 > 5

z1,%2,23 >0

44. Parametrische Kosten

Fiir ein Parameter ¢+ € IR¥ und ein Polyeder P = {z € IR" : Ax = b,x > 0} mit A € R™*", h € R™,
m < n, betrachten wir die parametrische lineare Optimierungsaufgabe z(t) := max{c(t)’ z:x € P},
wobei die Zielfunktionskoeffizienten affin-linear in ¢ sind, i.e. ¢(t) := c+Dt mit ¢ € R” und D € IR™*k,



45.

46.

Es wird angenommen das P nichtleer ist. Sei B := B(P) die Menge der zuldssigen Basen von P. Fiir
jede Basis B € B sei T(B) der dazugehérige Optimalititsbereich durch T'(B) := {t € IR*:cx(t) < 0}
definiert. Hier sind ¢x(t) die parametrischen reduzierten Kosten, die analog wie die reduzierten
Kosten ¢y (diese entsprechen ¢ = 0) definiert werden. T'(B) ist also die Menge jener Werte des
Parameters ¢, fiir die die Basis B optimal ist.

(a) Zeigen Sie, dass der Optimalitdtsbereich T'(B) fiir jede Basis B € B ein Polyeder ist, falls
T(B) # 0.

(b) Betrachten Sie den Optimalwertfunktion z:T € IR, t — z(t), mit Definitionsbereich T' :=
UpepT(B) = {t: z(t) < oo}. Es wird angenommen, dass T # (). Zeigen Sie, dass T ein Polyeder
ist und z: T — IR eine stetige und konvexe Funktion ist.

Einparametrische Probleme

Betrachtet man das in Ubungsbeispiel 44 definierte Problem fiir k& = 1 so erhilt man die einpara-
metrische Aufgabe z(t) := max{(c + td)"2:x € P} ,t € T, bei der es um die Berechnung optimaler
Losungen fiir alle t € T C IR geht. Falls T' # (), dann ist T' entweder ein endliches abgeschlossenes
Intervall [a, b], oder hat die Form T = (—o0, b] oder T = [a, +00).

Falls T # (0, dann kann ein Wert ¢ € T ausgehend von einem beliebigen ¢ty € IR mit Hilfe des
Simplexverfahrens folgendermaflen berechnet werden. Wenn ¢y ¢ 7T', dann findet man mit Hilfe des
Simplexverfahrens eine Basis B und eine Pivotspalte mit positiven reduzierten Kosten ¢s(tg) =
Cs + tods > 0 (wobei Eﬁ = 07]\} — CEAE;IAN und d?v = d% — dgAglAN) in der alle anderen Eintrige
nichtnegativ sind. T' # () impliziert ds # 0. Nun kann die Lage von T abgegrenzt werden:

TC (—oo,—c_—s) falls ds > 0, und T C (—i,—i—oo) falls dy < 0.
ds ds
Dann wé#hlt man als néachsten Wert fiir den Parameter ¢ die endliche Grenze ¢; des obigen Halbin-
tervalls und versucht mit Hilfe des Simplexverfahrens eine optimale Basis fiir ¢; zu bestimmen. Falls
dies nicht gelingt, d.h. das Problem ist fiir ¢; unbeschrinkt, i.e. t; € T, so kann analog wie oben
die Lage von T weiter abgegrenzt werden. Diese Prozedur ldsst sich nun solange wiederholen bis

schlieBllich ein ¢ € T' gefunden wird oder der Nachweis, dass T' = () vorliegt.

Begriinden Sie die Richtigkeit des obigen Ansatzes und wenden Sie ihn an, um ein ¢ € T fiir das
folgende einparametrische Problem zu bestimmen.

max (2 — Qt).%'l + (—1 — t)xg + 3

unter —I + 9 — 2x3 < 2
—I1 + xz3 < 3
Z1,%2,T3 > 0

Einparametrische Probleme (Fortsetzung)

Betrachten Sie das einparametrische Problem aus Ubungsbeispiel 45.

(a) Sei B eine optimale Basis fiir ein beliebiges aber fixes tg € T. Zeigen, dass das Optimalitétsin-
tervall T'(B) als T'(B) := {t:éN +tdy < 0} =: {ﬁ(B),f(B)} gegeben ist, wobei

e ‘ =
i(B) = mm{ d.d]>0,]€N} fallsch$0
00 falls dy <0

_S%.g. . -
—00 falls dy > 0



(b) Fiir t > ¢ oder t < ¢ ist die Basis B aus (a) nicht optimal. Falls T' € ( — oo, {] so kann eine
neue optimale Basis etwa fiir t =t + ¢ € T mit € > 0, € klein genug, folgendermaflen bestimmt
werden. Seien ¢ +td n die reduzierten Kosten zu Basis B. Wihle eine Pivotspalte s mit CZS >0
und é,+1ds = 0. t+¢ € T impliziert, dass nicht alle Eintriige a_, der Spalte s im Simplextableau
zur Basis B nichtnegativ sind. Es liisst sich also eine Pivotzeile 7 und eine neue Basis B finden,
die zum gleichem Zielfunktionswert und gleichen parametrischen reduzierten Kosten ¢+ td wie
die Basis B fiihrt, d.h. ¢ + #d = ¢ + #d. Die reduzierten Kostenkoefficienten #ndern sich jedoch,
dh. ¢# ¢ d #d. Da & = & /ars und dg = dg/ays < 0, gilt

Cs + tds > €5 + td, fiir t < t.
Also ist t(B) = #(B). Wie in (a) kann nun auch #(B) bestimmt werden. Wenn #(B) = ¢(B), dann
sind weitere Pivotschritte mit einer Zusatzregel zur Vermeidung von Basiszyklen notwendig.
Jedenfalls wird nach endlich vielen Schritten ein neues Optimalititsintervall [t = t(B),t] mit
t > t(B) bestimmt. Analog kénnen die Optimalitéitsintervalle in (—oo,#(B)] N T bestimmt
werden, sodass eine Uberdeckung von 7' mit k Intervallen, k € IN, entsteht, T' = Uf;ol [ty tiv1),
to < t1... < tg, und die Basen B;,i € {0,1,...,k—1}, existieren, die fiir die Werte von ¢ in den
jeweiligen Intervallen [t;,¢;+1] optimal sind. Hier kénnen ¢y und ¢; auch —oo bzw. +oo sein.

Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit des obigen Ansatzes und wenden Sie ihn an um das
einparametrische Problem

max ¢t + (=1+t)z1 + (0—2t)xs

unter 3x1 + 229 — 3z3 < 3
il — xI9 S 5
x1,%2,T3 > 0

zu losen.



