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6. Ubungsblatt

Zeigen Sie: Sei r > 1 und G = (AU B, FE) ein r-regulirer bipartiter Graph, d.h. ein bipar-
titer Graph in dem jeder Knoten Grad r hat (deg(v) = r, Vv € V(G)). Dann lésst sich die
Kantenmenge F in r disjunkte perfekte Matchings partitionieren.

Es gilt folgende Aussage (Satz von Ghouila-Houri, 1962): Eine Matrix A = (a;;) € Z™*™ ist

dann und nur dann vollstdndig unimodular, wenn es fiir jedes R C {1,2,...,m} eine Partition
R=R; E'J Ro gibt mit

Z Qi5 — Z Qg € {_1’0’ 1}7

i€ERy i€ Ry

fir alle j =1,2,...,n L.

(a) Zeigen Sie (zB. mit Hilfe des Satzes von Ghouila-Houri), dass die Bedingungen des Satzes
von Heller und Tompkins (vgl. Vorlesung) notwendig fiir die vollstdndige Unimodularitét
einer Matrix A = (a;;) € {0,—1,+1}™*" mit hochstens zwei nicht-Null Eintrégen pro
Spalte sind.

(b) Ist die folgende Matrix vollstindig unimodular?

11000 00
1010100
A — 0101000
0011010
000 01O0T1
0000O0T1T1

(c) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dafi die vollstindige Unimodularitéit der Matrizen A
und B nicht hinreichend fiir die vollstindige Unimodularitit der Matrix (A|B) ist.

Eine m x n Matrix mit 0-1 Eintragen wird als Intervallmatriz bezeichnet, wenn fiir alle Spalten
die 1-Eintrége ein Intervall bilden, d.h. dal aus a;; = ap; = 1 mit k > ¢ + 1 folgt, daB ay; = 1
fur alle { =i+ 1,...,k — 1 gilt. Zeigen Sie, daf Intervallmatrizen vollstdndig unimodular sind.

Gegeben sei ein bipartiter Graph G = (U U V,E) mit U = {uy,ug,us,ug,us} und V =
{v1, v, v3,v4,v5} mit Hilfe der Adjazenzmatrix

01000
11111
A=|lo0 1010 |,
1101 1
01010

d.h. {u;,v;} € E <= a;; = 1. Geben Sie ein Matching mit maximaler Kardinalitdt an.
Verwenden Sie dieses Matching um eine minimale Knoteniiberdeckung zu finden!

Tm Rahmen dieses Ubungsbeispiels muss der Satz nicht bewiesen werden. Ambitionierte kénnen versuchen einen
Beweis zu erbringen, Interessierte konnen den Beweis zB. in B. Korte und J. Vygen, Kombinatorische Optimierung,
Springer, 2008, Seite 124-125, nachlesen.



