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Kombinatorische Optimierung 1 WS 2014/2015
5. Ubungsblatt

Verwenden Sie den Edmonds Blossom Algorithmus zur Bestimmung eines Matchings mit maxi-
maler Kardinalitédt in dem Graphen in Abbildung 1. Initialisieren Sie den Algorithmus mit dem
leeren Matching. Geben Sie eine Teilmenge S der Knotenmenge an, die die Tutte-Berge-Formel
erfiillt und begriinden Sie ihre Antwort.

Zeigen Sie mit Hilfe des Optimalitétskriteriums fiir Matchings mit maximaler Kardinalitéit (Satz
von Berge), dass jeder einfacher Graph mit n Knoten und minimalem Grad k ein Matching
der Kardinalitdt min{|% |, k} besitzt. (Ein einfacher Graph ist ein ungerichteter Graph ohne
Schleifen und ohne Mehrfachkanten.)

Beweisen Sie, dass jeder 3-reguldre Graph mit hochstens 2 Briicken ein perfektes Matching
besitzt. (Eine Briicke in einem Graphen G ist eine Kante e € F(G) mit der Eigenschaft, dass
G — e mehr Zusammenhangskomponenten als G hat.) Gibt es einen 3-regulidren Graphen ohne
ein perfektes Matching?

Hinweis: Verwenden Sie die Tutte-Berge-Formel.

(Die Ungarische Methode.)

Sei G = (AUB, E) ein vollsténdiger bipartiter Graph mit |A| = |B| und ¢;; € R4 das Gewicht
der Kante {i,j}) fir i € A und j € B. Das Gewicht eines perfekten Matching M in G ist
als ¢(M) = > g nen cij definiert. Es soll ein perfektes Matching M* in ¢’ mit minimalem
Gewicht bestimmt werden, d.h. ¢(M*) = min{c(M): M ist ein perfektes Matching in G}. Eine
Abbildung y: AUB — IR heifit Potential falls y; + y; < ¢, Vi € A, Vj € B. Die Summe
v(y) = > ;canp (%) heiit Wert des Potentials.

(a) Zeigen Sie, dass ¢(M) > v(y) gilt fiir jedes perfekte Matching M und jedes Potential y.

(b) Eine Kante e = {7, j} € E(G) heifit straff bzgl. einem Potential y falls y(i) +y(j) = ¢;j. Wir
bezeichnen mit G jenen Teilgraphen von G, der aus den straffen Kanten bzgl. y besteht.
Die Ungarische Methode startet mit einem leeren Matching und einem Potential y(i) = 0,
Vi € V(G), und modifiziert iterativ das Matching und das Potential, sodass das Matching
stets aus straffen Kanten besteht. Der Algorithmus terminiert, wenn das aktuelle Matching
perfekt ist. Wahrend des Verfahrens wird der Graph G so orientiert, dass alle Matching-
Kanten von B nach A und alle anderen Kanten in E(G,) von A nach B verlaufen.

Der allgemeine Iterationsschritt sieht folgendermaflen aus. Seien R4 bzw. Rp die Men-
gen der durch M ungematchten Knoten in A bzw. B. Sei Z, die Menge der Knoten von
G, die ausgehend von Knoten aus R4 entlang von gerichteten Pfaden in G, erreichbar
sind. Falls Rp N Z, # 0, dann liegt ein M-augmentierender Weg in G, vor; das Matching
wird augmentiert. Sei M nun das augmentierte Matching. Falls Rp N Z, = (), dann setze



A = min{c({i,j}) —y(i) —y(j):i € Z,NA,j € B\ Z,} > 0. Setze y/(i) := y(i) + A,
Vie Z,NA, und y' (i) := y(i) — A, Vi € Z, N B. Es ist leicht zu zeigen, dass y’ ein Potential
ist und der Graph G,/ das Matching M beinhaltet.

Alle Kanten in E(Gy) \ E(G,) werden von A nach B orientiert. Sei Z,, die Menge der
Knoten in G/, die von R4 aus entlang gerichteten Pfaden erreichbar sind. Es kann gezeigt
werden, dass Z, C Z, und Z, # Z, gelten. Ersetze y durch ¢ und Z, durch Z,.

Der allgemeine Iterationsschritt wird mit dem aktuellen Matching M und dem aktuellen
Potential y wiederholt, bis M ein perfektes Matching ist.

Zeigen Sie: Bei Terminierung des Algorithmus ist M das gesuchte perfekte Matching mit

minimalem Gewicht.

(c) Wenden Sie die Ungarische Methode an, um ein perfektes Matching mit minimalem Gewicht
in einem vollstédndigen bipartiten Graphen mit 5 Knoten in jeder Seite der Partition und
folgenden Kantengewichten C' = (¢;;) € IR*5 zu bestimmen:
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(d) Analysieren Sie die Zeitkomplexitéit der Ungarischen Methode aus (b).

Abbildung 1: Graph fiir Aufgabe 37.



