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Diskrete Mathematik SS 2011
5. Ubungsblatt

In einer Klasse in einer Osterreichischen Schule gibt es 25 SchiilerInnen: 14 sprechen
Spanisch, 12 Franzosisch, 6 sprechen Franzosisch und Spanisch, 5 sprechen Englisch
und Spanisch, und 2 SchiilerInnen sprechen alle drei Sprachen. Die 6 SchiilerIn-
nen, die Englisch sprechen, sprechen alle noch eine andere Fremdsprache. Wieviele
SchiilerInnen sprechen keine Fremdsprache?

Auf wieviele Arten kann man die Buchstaben des Wortes MATHEMATIK so anord-
nen, dass die beiden T’s vor beiden A’s, oder beide A’s vor beiden M’s oder beide
M’s vor dem E stehen?

Beweisen Sie die Bonferroni-Ungleichungen (vgl. Vorlesung) fiir die Spezialfille ¢ = 1
und g = 2.

Was ist ,faul“ an den folgenden Induktiven ,Beweis“, dass D,, = (n — 1)! fiir alle
n > 27 (D, ist die n-te Derangement-Zahl, vgl. Vorlesung.) Finden Sie den Fehler!

Fiir n = 2 gilt die Formel also nehmen wir n > 3 an. Sei 7 eine fixpunktfreie Bijektion
von {1,2,...,n — 1} auf {1,2,...,n — 1}. Wir mochten Sie zu einer fixpunktfreien
Bijektion von {1,2,...,n} auf {1,2,...,n} erginzen. Wir wéhlen eine Zahl i €
{1,2,...,n — 1} und definieren 7’'(n) = i, 7'(i) = n und 7'(j) = w(j) fir j # i,n.
Dies definiert eine fixpunktfreie Bijektion von {1,2,...,n} auf {1,2,...,n}. Fir
jedes der D,,_; = (n — 2)! moglichen 7’s kann der Index i auf n — 1 Arten gewihlt
werden. Also ist D, = (n —2)!(n — 1) = (n — 1)L

Beweisen Sie die folgende Gleichung:

Dy=n'—nDy 1 — (" \Dpo—...( " VD —1.
2 n—1

(Zahlpartitionen)

Seien n und k zwei natiirliche Zahlen. Eine ungeordnete Partition der Zahl n in
k Summanden ist eine Multimenge bestehend aus k natiirlichen Zahlen (inklusive
Wiederholungen) mit Summe 7, d.h. eine Multimenge {n1,ns,...,n;}, sodassn; € N
fir 1 <4 < k und Zle n; = n. Die Anzahl solcher Partitionen wird mit P, ;
bezeichnet. Per Definition gilt P, = 0 fiir k > n, k,n € N, P, =0, Vn € N und
Py = 0. Eine geordnete Partition der Zahl n in k Summanden ist ein geordnetes
k-Tupel bestehend aus k natiirlichen Zahlen (inklusive Wiederholungen) mit Summe
n, d.h. ein geordnetes k-Tupel der Form (ny,ng,...,nk), sodass n; € Nfir 1 <i <k
und Zle n; = n. Die Anzahl solcher Partitionen wird mit P!, bezeichnet. Zum
Beispiel gilt P32 = 1 und P35, = 2. 7

(a) Beweisen Sie folgende Gleichung fiir k,n € N mit n > k:

k—1
Poipg = Z Py i
=0

(b) Zeigen Sie, dass P, | = (Zj) gilt fir k,n e N, n > k.
Hinweis: Schreiben Sie n als Summe von n Einsen und identifizieren Sie eine
geordnete Partition anhand der Position der ,+ “ Zeichen, die die einzelnen
Summanden der Partition von einander trennen.



(c) Wieviele Losungen (1, T2, . .., 2)) € NE besitzt die Gleichung x1+x9+. . .+2), =
n?

48. (Mengenpartitionen, Stirlingzahlen zweiter Art, Bellzahlen)
Eine k-Partition einer n-elementigen Menge A = {aq,aq,...,a,} ist eine Zerlegung
k

der Menge A in genau k nichtleere, disjunkte Mengen: A = L—Ij A; mit A; # 0 und

i=1
AN A; =0 fir alle 4,5 € {1,2,...,k}, i # j. Die Anzahl solcher Partitionen
heilt Stirlingzahl zweiter Art und wird mit S, j bezeichnet. Fiir jedes n € N gilt
klarerweise Sy, j, = 0 fiir £ > n und S, ¢ = 0. Per Definition gilt Sy = 0.

(a) Geben Sie einen kombinatorischen Beweis fiir die folgende rekursive Formel:
Snk = Sn—1k—1+ kSp—1 fiir alle k,n € N, n > k.

(a) Bauen Sie ein Dreieck mit den Stirlingzahlen zweiter Art analog zum Pascal-
schen Dreieck mit den Binomialkoeffizienten.

(c) Die Bellzahl B,, ist die Anzahl der Moglichkeiten eine n-elementige Menge in
nicht leere, disjunkte Mengen zu zerlegen. Anders als bei den Stirlingzahlen
zweiter Art ist hier die Anzahl der zerlegenden Mengen nicht vordefiniert und
kann zwischen 0 und n variieren. Es gilt also B, = > "}'_ Sy k. Zeigen Sie, dass
die Bellzahlen fiir n € Ny die Rekursionsgleichung

By = Z (Z) By,

k=0

erfiillen.



