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Kapitel 1

Metrische Raume, normierte
Vektorraume

Definition 1.1.
Sei X # (). Fiir a,b,c € X gelte:

(M1) d(a,b) >0, d(a,b)=0<a=0b

(M2) d(a,b) = d(b,a) (Symmetrie)

(M3) d(a,c) < d(a,b)+d(b,c) (Dreiecksungleichung)
(X, d) heiit metrischer Raum, d ist eine Metrik (Abstandsfunktion,).

Beispiel.
Sei X # (). Dann ist die diskrete Metrik definiert als:

_J O firz=y
d(x,y).—{l fir x £y

Definition 1.2.
Kugeln in (X, d) mit Mittelpunkt @ und Radius 7:

offene Kugel: K(a;r) :={x € X| d(a,x) <r}

abgeschlossene Kugel: K(a;r) = {x € X| d(a,x) <71}

Beispiel.
Offene Intervalle (a, b) sind offene Kugeln in R, abgeschlossene Intervalle [a, b] sind abgeschlossene
Kugeln in R.

Satz 1.1.
Zu jedem Punkt b in der offenen Kugel K (a;7) gibt es einen Radius r, > 0, so dass gilt:

K (b ) C K(a;7)
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Satz 1.2.

a) Liegt b im Durchschnitt zweier offener Kugeln, so gibt es eine offene Kugel K (b; 1), die ganz
im Durchschnitt enthalten ist.

b) Liegt b im Durchschnitt endlich vieler offener Kugeln, so enthélt der Durchschnitt eine offene
Kugel mit dem Mittelpunkt b.

Satz 1.3. (Hausdorffsches Trennungsaxiom)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und a,b € X, a # b.
Dann gibt es zwei Radien r, und 7, so dass gilt:

K(a;ry) N K(b;ry) =10

Definition 1.3.
Der Vektorraum tiber R(C) ist wie folgt definiert:

Sei @ eine Verkniipfung in der Menge V', so dass (V, @) eine abelsche Gruppe ist.
Ferner gelte VA, u € R(C), Vv, w € V:

(V1) weV

(V2) (A+p)o= () & (u)

(V3) Mvow)=(Iv)® (Aw)
(V4) Aw) = Ao, o=

Die Elemente von V' nennt man Vektoren, jene von R(C) in diesem Zusammenhang Skalare.

Beispiel.

v ...Punkte in der Ebene

Av ... Streckung mit Faktor A\; A = —1: Spiegelung am Ursprung
v+ w ...Addition zweier Punkte

Definition 1.4.
||| heifit eine Norm im Vektorraum V dber R(C), wenn VA € R(C),Vu,v € V gilt:

(N1) [lo][ =0, Jvl=0=v=0
(N2) [[Av]| = [A]- [[o]

(N3) lu+ vl < luf + [l
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Beispiele.

e Maximumsnorm ||z
e Manhattan Norm |||,

e Euklidische Norm ||z||5

Definition 1.5.
Seien z,y € R".

Skalarprodukt zweier Vektoren: (z,y) := Z Tl
i=1
Euklidische Norm von z: |z[|2 := \/(z,2) = /fo
i=1

Satz 1.4. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Seien x,y € R™. Dann gilt:

(=, u) | < [l - Nyl

(a) A. L. Cauchy (1789-1857) (b) H. A. Schwarz (1843-1921)

Abbildung 1.1

Satz 1.5. (Minkowskische Ungleichung)
Seien x,y € R™. Dann gilt:
2+ yll2 < llzll2 + [lyll2



KAPITEL 1. METRISCHE RAUME, NORMIERTE VEKTORRAUME 7

Satz 1.6.
Jeder normierte Vektorraum ist ein metrischer Raum mit der Metrik

d(z,y) = |z -y

Insbesondere gilt:

]| = d(z, 0)
Beispiele.
e der Raum der Polynome mit der Norm ||p(z)| := |ao| + |a1] + ... + |an]
e der Raum der beschrénkten, reellwertigen Funktionen mit der Norm || f|| := sup | f(z)|

Definition 1.6.
(Offene) Einheitskugel K(0;1) in (V) |.]]) : K(0;1) :={z € V| ||z]] <1}.

Satz 1.7.
Es gilt:

dlx + z,y+ 2z) = d(z,y)
d(Az, \y) = [A| - d(z,y)



Kapitel 2

Folgen

Definition 2.1.
Eine Abbildung f : N — X heiit Folge. Folgen kénnen explizit (durch Angabe des allgemeinen
Gliedes) oder rekursiv angegeben werden.

Beispiele.

e Explizite Folge: 1,4,9,..., a, =n?

e Rekursiv definierte Folge, z.Bsp. Fibonacci-Folge

a:=ay:=1, a, :=a,_1+a,—o firn>3

Definition 2.2.
Die Folge (z,,) im metrischen Raum (X, d) hat

e den Grenzwert a € X, wenn gilt:
Ve > 03dngVn > ng : d(zp,a) < e
e cinen Hdufungspunkt a € X, wenn gilt:

Ve > 0Vn3dng > n:d(z,,,a) <e

Hat (a,) den Grenzwert a, so schreibt man lim a,, = a. Die Folge konvergiert.

n—oo

Eine Folge, die nicht konvergiert, divergiert.
Eine Folge, deren Grenzwert 0 ist, heifit Nullfolge.

Beachte: Das Konvergenzverhalten einer Folge und ihr Grenzwert hdngen nicht von den Anfangs-
gliedern der Folge ab.
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Abbildung 2.1: Liber abacci von Leonardo da Pisa, genannt Fibonacci: Beschreibung der Kanin-
chenaufgabe mit der Fibonacci-Reihe

Satz 2.1.
(xn) — a < (d(zy,a)) — 0

Definition 2.3.
Eine Folge (z,) in einem normierten Vektorraum X heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante M
gibt, so dass fiir alle n gilt:

o < M

Satz 2.2.
Jede konvergente Folge in einem normierten Vektorraum ist beschrinkt und besitzt nur einen
Haufungspunkt, ndmlich den Grenzwert.
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Achtung: Eine beschrinkte Folge muf§ nicht konvergent sein: 0,1,0,1,0,1,...

Definition 2.4.
Eine Teilfolge der Folge (z,) wird angegeben durch (z,,) mit ny < ng < ns < ...

Satz 2.3.
Jede Teilfolge einer gegen a konvergenten Folge konvergiert ebenfalls gegen a.

Satz 2.4.
Besitzt die Folge (x,) den Haufungspunkt a, so besitzt (z,) eine gegen a konvergente Teilfolge.

Satz 2.5. (Vergleichskriterium)
Ist (r,) eine reelle Nullfolge und gilt fiir z,, € R¥(C*):

||$n||§7“n Vn:1,2,...,

dann ist (x,) eine Nullfolge.

Satz 2.6.
In einem normierten Vektorraum gilt:

(xn) — a, (yp) = b = (v, +yn) —a+b

Satz 2.7.
Fiir reelle Zahlenfolgen gilt:

(1) () beschrinkt, (y,) — 0 = (z,y) — 0
(2) (xn)
(3) (wn) =a#0 = (3
()
(an)

|

1
a

(4)
(5) (an

—a, (b)) —a, ay <2, <b, VN >ng = (2,) —a

Satz 2.8.
Konvergiert eine Folge von Vektoren (z,) gegen den Vektor a, dann konvergiert die Folge der
Komponenten von x,, gegen die Komponenten von a.
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Satz 2.9.
Es gilt: lim {/n=1, lim Ya=1 Va >0
Satz 2.10.
Sind ay, ..., a, positive reelle Zahlen, so gilt:
lim {/af + a3 + ... +a? = max{ay,as, ..., ap}

Definition 2.5.
Eine reelle Folge (x,) heift monoton wachsend, wenn gilt:

Tpi1 > Tp Vn eN
(x,,) heiit monoton fallend, wenn gilt:

Tpi1 <z, VneN

Satz 2.11.
Jede monotone, beschriankte Folge in R hat einen Grenzwert:

a=supz, fir (z,) monoton wachsend

a =infx, fiur (z,) monoton fallend
Achtung: Diese Aussage gilt nicht im Bereich Q der rationalen Zahlen!

Beispiel.
Die rekursiv definierte Folge (a,,) definiert durch

1 2
ap =2, Any1 = 5(% + a_)

konvergiert gegen /2.

Satz 2.12. (Satz von Bolzano-Weierstraf3)
Jede beschrankte, reelle Zahlenfolge besitzt einen Haufungspunkt in R.

Definition 2.6.
(x,,) ist eine Cauchy-Folge im metrischen Raum (X, d), wenn gilt:

Ve>0dng=ng(e) Vm,n >ng: d(zm,,x,) <€

11
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Satz 2.13.
Jede konvergente Folge in R ist eine Cauchy-Folge.

Definition 2.7.
Metrische Rédume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert, heilen vollstindige metrische Raume.
Normierte Vektorrdume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert, heilen Banachrdume.

Satz 2.14.
Die Réaume R*¥ und C* sind Banachriume.

Definition 2.8.

Der Limes superior a* einer reellen Zahlenfolge (a,,) ist das Supremum der Haufungspunkte von
(an), d.-h. Ve > 0 gibt es nur endlich viele n € N: a* + ¢ < a,,.

Der Limes inferior a, ist das Infimum der Haufungspunkte von (a,), d.h. Ve > 0 gibt es nur
endlich viele n € N :q, < a, — €.

Beispiel.
1+2  firn=1(3)

a, =14 0 firn=23) = a =1 a=-1
—1+4+ % fiir n=0(3)

Definition 2.9.
Eine reelle Zahlenfolge (z,,) ist uneigentlich konvergent mit Grenzwert oo, wenn gilt:

VK 3IngVn>ng: z, > K

Notation: lim z,, = co

n—0o0

Rechenregeln:
(1) lim z, = 00,9, > KVnmit K € R = lim (x, +y,) = ©

(2) lim z, =00,0< K <y, Vn = lim (z,y,) = o

1
(3) lim |z, =00 = lim — =0
n—oo n—oo xn

1
(4) lim z, =0,2, >0V¥n = lim — =00

n—oo fEn
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Reihen

Beispiel.
Gedankenexperiment: Achilles und die Schildkréte (Zenon von Elea, ca. 490-430 v. Chr.)

Beispiele.

Arithmetische Reihe: 1 +2+3+4+5+...
Harmonische Reihe: 1 + % + % + i + ...
Geometrische Reihe: 1+ 4+ 1+ 5+ ...
Alternierende harmonische Reihe: 1 — % + % —
Potenzreihe: 1 +x 4+ 22 + 23 + 2% + ...
Fourier-Reihe: 1 + cosx + % cos 2z + % cosdzr + ...

+ ...

=

Definition 3.1.
Die Partialsummen einer Reihe ag + a1 + ao + . .. sind definiert als:

Sp = ap, S1 =0qp+ a1, So =ap+a+az, ..., S, = E a;

Definition 3.2.
Es seien ag, ay, as, . .. Elemente eines Banachraumes B.
Die Reihe ag + aj + as + . .. heiit konvergent, wenn die Folge der Partialsummen (s,,) konvergiert.

Es gilt also per Definition:
Z a, = lim s,
p— n—oo

Eine Reihe, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Beispiele.

(1) > -5 konvergiert
n=1

13
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(2) Sei z € C mit |z| < 1. Dann ist z_: =L

—z
n=0

Sogtz 3.1. -
> a, ist konvergent < Ve > 03ng = no(e) Vm >n > ng : H > akH <e
k=n

n=1

Satz 3.2.
Ist > a, konvergent, so ist die Folge (a,,) eine Nullfolge.

n=0

Achtung: Die Umkehrung des Satzes 3.2 gilt nicht (siche Satz 3.3)!

Folgerung.

Ist (a,) keine Nullfolge = > a, divergiert.
n=0

Beispiel.
Sei z € Cmit |z| > 1 = (2") ist keine Nullfolge = > 2" divergiert.
n=0

Satz 3.3.

(a) Sei a, € R,a, > 0. Die Reihe ) a, konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partial-
n=0
summen beschrénkt ist.

(b) Die harmonische Reihe ist divergent.

Rechenregeln fiir konvergente Reihen:

Sei > a, =s, Y. b, =s'. Dann gilt:
n=0 n=0

(1) niojo(an +b,)=s+¢

(2) > Aa, = As
n=0

(3) Gilt fiir die reellen Zahlen a,, b, die Beziehung a,, < b, fiir alle n, dann gilt s < s'.
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3.1 Absolut konvergente Reihen

Definition 3.3. . -
Sei a, € B fir n=0,1,2,... .Y a, heiit absolut konvergent, wenn »_ ||a,|| konvergiert.

Satz 3.4.
Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Achtung: Die Umkehrung des Satzes 3.4 gilt nicht!

Satz 3.5. (Majorantenkriterium)

Gilt fiir alle a,, mit n > ng : ||a,|| < ¢, und ist Z ¢, konvergent = Z a, ist absolut konvergent.
n=0 n=0

Beispiel.
Die Reihe
i nsinn + \/

2n—
n=1

ist konvergent.

Satz 3.6. (Minorantenkriterium fiir reelle Reihen)

o
Gilt fiir alle a,, € R mit n > ng : a, > ¢, > 0 und ist Y ¢, divergent = > a, ist divergent.
n=0 n=0

Beispiel.
Die Reihe

ZnuW

ist divergent.

Satz 3.7.

Gegeben seien zwei reelle Reihen ) a, und ) b, mit a,, b, > 0.
n=0 n=0
Existiert A := lim ¢* und gilt 0 < A < oo, dann konvergiert Z a, genau dann, wenn Z by,

n—o0 n=0 n=0
konvergiert.

Das Majorantenkriterium liefert mit der geometrischen Reihe als Vergleichsreihe:
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Satz 3.8. (Wurzelkriterium)
Sei a,, € R, a,, > 0.

(a) d¢:0<¢g<1mit a, <qfirallen>ny = > a, ist konvergent.

n=0

(b) Ist /a, > 1 fiir unendlich viele n = ) a, ist divergent.

n=0

Die Bedingung von Satz 3.8 (a) ist insbesonders erfiillt, wenn gilt:

0< lim a,=q<1

Die Bedingung von Satz 3.8 (b) ist insbesonders erfiillt, wenn gilt:

lim a, =q>1

n—oo

Achtung: Fiir lim {/a,, = 1 ist keine Aussage moglich!

n—0o0

Beispiel.
Die Reihe -
5 e
n=1
ist konvergent fiir |z| < 1.
Etwas schwécher ist:
Satz 3.9. (Quotientenkriterium)
Sei a,, € R,a, > 0.
(a) J¢:0< g <1mit 2= <gqfiirallen>ny = a,, ist konvergent.
" n=0
(b) Ist *2 > 1 fiir unendlich viele n = a, ist divergent.
" n=0

Die Bedingung von Satz 3.9 (a) ist insbesonders erfiillt, wenn gilt:

a
0< lim —t

n—0oo (y

<g<l1

Achtung: Aus dem Versagen eines Konvergenzkriteriums folgt nicht, dass die Reihe divergiert
(z.Bsp.: Quotientenkriterium angewandt auf % und ) % ). Die Divergenz muf} explizit nach-
n=1 n=1

gewiesen werden.
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Satz 3.10.
Fiir jede komplexe Zahl z € C ist
P
|
“— nl

absolut konvergent.

Deﬁnioiéion 3.4.

e*:= > 2.  mit e... Eulersche Zahl (e = 2,71828...)

n!
n=0

17

Z&ahlt man die Buchstaben der Worter des folgenden Gedichts mod 10, so ergibt sich die Zahl e

auf 111 Dezimalen genau. Das ist bis zur ersten Stelle, auf die zwei Nullen folgen.

Es geschah - o Schreckenshandlung! -
im Verlaufe schlimmster Wandlung.
Da erwachte ganz fatal

allerhand versteckte Qual,

hatte es gar eilig

und geriet nachteilig.

Ungemiitliche Gedanken

drohten sich schwarz aufzuranken.
Der Beleg in wilder Flucht!

So wird weiterhin gesucht.
Lebhaft, Haare raufend,

ja auch kréaftig schnaufend.

Angefacht und leicht entflogen,
rauschten ungeheure Wogen.
Furchtbar tobte starkes Leid.
Fruchtlos schien selbst Emsigkeit.
Hastverkrampftes Treiben,

sollst du nutzlos bleiben?

So wird vielenorts gesehen
echtes stures Amtsgeschehen.
Angeordnet ein Gebot,

das genau nach Weisung droht.
Machtvoll, doch recht traurig,
schemenhaft und schaurig.

In dergleichen dumpfen Schauern
magst du nicht verzweifelt kauern.
Sollte dies zu grausig sein,

so betreib doch Scherz allein!

Mit gezielter Schrumpfung
schwindet die Verstumpfung.

aus: A. Aigner, Tangenten an den Frohsinn, Graz, 1978
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Satz 3.11. (Cauchyscher Verdichtungssatz)
Sei a, € R mit a,, > 0, und die Folge sei monoton fallend. Dann hat die Reihe > a, das gleiche

n=1

Konvergenzverhalten wie die Reihe Y 2"agn = a; + 2as + 4ay + 8ag + . ..
n=0

Beispiel.
Die Reihe

(e 9]

1

ne
n=1

ist konvergent fiir a > 1 und divergent fiir 0 < a < 1.

Definition 3.5.
Sind > a, und > b, zwei absolut konvergente, reelle oder komplexe Reihen und ist

n=0 n=0

¢y =Y a;b._;, dann nennt man Y ¢, das Cauchy-Produkt der Reihen Y a, und > b,.
=0 r=0 n=0 n=0

Satz ?&312' .

Sind Y a, und Y b, zwei absolut konvergente, reelle oder komplexe Reihen, so ist auch ihr
n=0 n=0

Cauchy-Produkt »° ¢, absolut konvergent und es gilt:

IEEEATEN

r=0 n=0

Satz 3.13.
Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion lautet:

3.2 Bedingt konvergente Reihen mit reellen Koeffizienten

Definition 3.6. - .
Eine konvergente Reihe > a,,a, € R, heifit bedingt konvergent, wenn > |a,| divergiert.
n=0 n=0

Beispiel.
Die alternierende, harmonische Reihe ist bedingt konvergent.
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Satz 3.14. (Leibniz-Kriterium)

Gilt fir die Glieder a,, einer Reihe, dass a, > 0 und (a,) eine monotone Nullfolge ist, dann ist

> (—1)"a, bedingt konvergent.
n=0

Lemogna 3.15.

Ist > a, bedingt konvergent, so divergiert sowohl die Reihe bestehend aus den positiven a,,-
n=0
Gliedern, wie auch die Reihe bestehend aus den negativen a,-Gliedern.

Satz 3.16. (Riemannscher Umordnungssatz)

Ist die Reihe Y a, bedingt konvergent, so kann man die Reihenglieder derart umordnen, dass die
n=0

neue Reihe divergiert oder auch gegen jede beliebige Zahl C' € R konvergiert.

Zum Beweis dieses Satzes schrieb Riemann (die positiven Glieder der gegebenen Reihe bezeichnet
er mit a, die negativen mit b):

“Offenbar kann nun die Reihe durch geeignete Anordnung der Glieder einen beliebig
gegebenen Werth C erhalten. Denn nimmt man abwechselnd so lange positive Glieder
der Reihe, bis ihr Werth grosser als C' wird, und so lange negative, bis ihr Werth kleiner
als C' wird, so wird die Abweichung von C' nie mehr betragen, als der Werth des dem
letzten Zeichenwechsel voraufgehenden Gliedes. Da nun sowohl die Grossen a, als die
Grossen b mit wachsendem Index zuletzt unendlich klein werden, so werden auch die
Abweichungen von C'; wenn man in der Reihe nur hinreichend weit fortgeht, beliebig
klein werden, d.h. die Reihe wird gegen C' convergiren.”

Abbildung 3.1: Bernhard Riemann (1826-1866)
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Demgegeniiber gilt:

Satz 3.17. (Umordnungssatz)
Die Reihe ) aj, sei absolut konvergent. ¢ : N — N sei eine bijektive Abbildung, b, := a,,). Dann

n=1

ist auch Y b, absolut konvergent und es gilt:

n=1

00 00
D an=2 bn
n=1 n=1



Kapitel 4

Grenzwerte von Funktionen und
Stetigkeit

4.1 Stetigkeit

Definition 4.1.
Gegeben seien zwei metrische Raume (X, d) und (X', d’). Eine Funktion f : X — X’ heiit stetig
im Punkt a € X, wenn gilt:

Ve > 036 > 0Ve € Xmitd(z,a) <6 = d(f(x), f(a)) <e

Eine Funktion heifit stetig auf ganz X, wenn f stetig in jedem Punkt a € X ist.

Definition 4.2.
Eine Umgebung U(z) des Punktes z ist eine Menge, die eine offene Kugel mit dem Mittelpunkt x
enthélt. Speziell ist eine §-Umgebung Us(z) die offene Kugel K(a;J).

Somit 148t sich die Stetigkeit im Punkt a € X folgendermafien ausdriicken:

fist stetig ina € X,wennVe > 030 > 0Vx € Us(a) : f(z) € U-(f(a))

Beispiele.

e Konstante Funktionen sind stetig
e Identische Abbildungen sind stetig

e Treppenfunktionen sind in ihren Sprungstellen nicht stetig

i
0 firzcQ ist in keinem Punkt stetig.

e f:R — R definiert durch f(x) := {

1 firz¢Q
. . 0 firzgQ
e f:R — R definiert durch f(x) := { % fiir 7 = 2 mit p, gteilerfremd

ist nur in den irrationalen Zahlen x ¢ Q stetig.

21
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Satz 4.1.
Ist f: X — R stetig in a und gilt f(a) > 0, dann gibt es eine §-Umgebung Us(a), so dass fiir jedes
x € Us(a) gilt:

flz)>0

Definition 4.3.
Eine Funktion f : X — X' ist quasikontrahierend (geniigt einer Lipschitz-Bedingung), wenn es
eine Konstante L gibt (Lipschitz-Konstante), so dass gilt:

d(f(x), f(y) < Ld(z,y) Vo,ye X

Abbildung 4.1: Rudolf Lipschitz (1832-1903)

Satz 4.2.
Ist f: X — X' quasikontrahierend, dann ist die Abbildung f auf ganz X stetig.

Beispiele.
(1) X =R" X'=R, f(xy,...,2,) = z; (Koordinatenfunktion) hat Lipschitzkonstante L = 1.

(2) X = X’'=C, f(2) =z hat Lipschitzkonstante L = 1.

Satz 4.3.
Sei f: X — X' f ist stetig in a € X genau dann, wenn fiir jede gegen a konvergente Folge
(xn) — a,z, € X, gilt:

(f(xn)) — fla)
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Satz 4.4.
Sind die reell- oder komplexwertigen Funktionen f und g stetig in a € X, dann sind es auch die
Funktionen |f|, f + ¢, f - g. Die Funktion 5 ist nur stetig, wenn zusétzlich g(a) # 0 gilt.

Analoge Resultate gelten fiir die Stetigkeit auf der Menge X.

Satz 4.5.
Ist f: X — X'stetigin bund g : X’ — X" stetig in b = f(a), dann ist go f : X — X" stetig in
a.

Polynome sind stetige Funktionen, rationale Funktionen sind stetig im Bereich, wo der Nenner
nicht Null wird.

4.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition 4.4. '
Eine punktierte e-Umgebung U.(a) ist U-(a) \ {a}.

Definition 4.5. '
Ein Punkt z heit Hiufungspunkt der Menge A C X, wenn in jedem U, (x) mindestens ein Element
von A liegt.

Anmerkungen.

(1) Ein Haufungspunkt braucht nicht zu A gehoren, zum Beispiel hat das offene Intervall (0, 1)
die Haufungspunkte 0 und 1, die nicht zum Intervall gehoren.

(2) Ist (X,d) ein metrischer Raum und ¢ Haufungspunkt der Menge A C X, dann gibt es eine
Folge (z,), x, € A, z, # a, die gegen a konvergiert.

Beispiel.
Jedes x € R ist Haufungspunkt der Menge A = Q.

Achtung: Ist z Haufungspunkt der Folge (x,), so braucht z nicht Haufungspunkt der Menge
{zn |n=1,2,.. .} sein. Die Folge (1,3,1,3,1, 1,1, ,1,...) hat die Hiufungspunkte 0 und 1, aber
die Menge A = {% | n € N} hat nur den Héufungspunkt 0.

Definition 4.6.
Ein Punkt a € A heifit isolierter Punkt von A, wenn es eine Umgebung U(a) gibt, so dass
Ula)NA=0.
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Ein isolierter Punkt ist somit nie ein Haufungspunkt von A.

Satz 4.6.
In einem isolierten Punkt a € A ist jede Funktion f: A — X' stetig.

Definition 4.7.
In R wird eine e-Umgebung U.(cc0) von oo definiert durch:

Ug(oo)::{xER|x>§}

Eine Menge A C R besitzt oo als uneigentlichen Hdaufungspunkt, wenn gilt:

ANU.(00) # D fiir jedes e > 0

Beispiele.
e N besitzt den uneigentlichen Haufungspunkt co.

e [a,00) besitzt den uneigentlichen Haufungspunkt co.

Definition 4.8.
Die Funktion f: A — X’ besitzt im Haufungspunkt a von A den Grenzwert a', wenn gilt:

Ve>030>0Ve e Us(a)NA:d(f(zx),d)<e

Notation: lim f(x) = d’

r—a

z"—1
r—1

Beispiel. 1i1r% =n.
Tr—

Anmerkung.
Eine Funktion f : A — X’ hat im Punkt a hochstens einen Grenzwert. Im Falle a € A muf3 dieser
nicht mit dem Funktionswert f(a) tibereinstimmen.

Satz 4.7.
a’ = lim f(x) genau dann, wenn fiir jede Folge (z,,), x, € A, x, # a, die gegen a konvergiert, gilt:

r—a

lim f(z,)=d

n—oo



KAPITEL 4. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN UND STETIGKEIT 25

Satz 4.8.
f:A— X' und a € A sei Hiufungspunkt von A. Dann gilt:

f stetigin a < lim f(z) = f(a)

r—a

d.h. f ist stetig in a genau dann, wenn der Grenzwert der Funktion fiir x — a mit dem Funkti-
onswert f(a) iibereinstimmt.

Definition 4.9.
a € Aist eine hebbare Unstetigkeitsstelle von f, wenn der Grenzwert lim f(x) existiert und # f(a)

r—a

ist.

Beispiel. f(z) := { OT iﬁi i i 8 ist unstetig in « = 0. Da aber

sin x
=1

lim
z—0 X

kann die Unstetigkeit behoben werden, indem man f(0) := 1 festsetzt. (vgl. Abbildung 4.2)

sin x cos x

T
< — < —tanx
2 2
T 1
tan x CcoST < — <
sin x sin x Ccos &
X —1 —1

e cosx—» 1
Abbildung 4.2: Skizze fiir lir% % =1

Satz 4.9.
A C X, X’ vollstindiger metrischer Raum, f: A — X’. Dann gilt:

Jlim f(z) © Ve>030 >0Vz,y € Us(a) NA:d(f(z),f(y) <e

r—a
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4.3 Rechnen mit Grenzwerten

Sei f: A— X', wobei X’ = R" oder C",n > 1. Weiters sei a ein Haufungspunkt der Menge A.

Es gilt:
(1) lim f(z) =0 = lim | f(x)]| = 0

(2) ||If(z)| < r(z) Yz € Us(a) N Aund limr(z) =0 = lim f(z) =0

r—a r—a

(3) Ist lim f(z) = ¢, lim g(x) = d, dann gilt:

o lim(f(x) +g(x)) = c+d
e lim f(x)-g(x) =c-d (gilt auch fiir Skalar- und Vektorprodukt)

e Fiir reellwertige, auf A definierte Funktionen f und g mit lim g(x) = d # 0 gilt:

lim@:E

wag(z) d

o Ist f(z) < g(x)Vz e Us(a)NA = ¢<d

(4) Gilt fi(z) < g(x) < fo(z) Yz € Us(a) N A und ist ¢ = lim f(z) = lim fo(z), dann existiert

r—a

lim g(z) und ist c.

r—a

Beispiele.

1

T

e lim sin
x—0

existiert nicht. (Betrachte Testfolge (x,) mit z, := =.)

e limzsind =0.

Satz 4.10.

Sei f: A— B mit lim f(z) = bund sei g : B — C mit lirrég(y) = c. Weiters sei entweder g stetig
r—a y—

in b oder es existiert ein § > 0 sodass f(x) # b Vo € Us(a). Dann gilt:

lim g(f(z)) =limg(y) = ¢

r—a y—b

Ubungsaufgabe: CGeben Sie ein Beispiel an, fiir das lim f(z) = b und hITll) g(y) = c gilt, aber
T—a y—
lim g(f(x)) # c ist.
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Abbildung 4.3: Die Graphen der Funktionen sin %, x sin %, x? sin%

Beispiele.

° limx[(1+%)n—1}:n

° 1iII(1)1/4~|>l‘SiIl% =2
Satz 4.11.

(a) hn%g(ez -1 =1

(b) e* ist auf ganz C stetig.

4.4 Einseitige Stetigkeit, einseitige Grenzwerte

Definition 4.10.
f : (a,b) — R hat fiir © — a den rechtsseitigen Grenzwert ¢, lim f(x) = ¢, wenn fiir jede Folge

r—a+
() im Intervall (a,b), die gegen a konvergiert, (f(z,)) — c gilt.
Diese Definition gilt entsprechend fiir a = —oco beziehungsweise fiir ¢ = +o00.

Der linksseitige Grenzwert lilgl f(z) wird analog definiert.

Beispiele.

(1) lim =00, limi=-c0
z—0+ T z—0—*

(2) lim[z]=n, limz]=n-—1

r—n+ r—n—
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Definition 4.11.
Sei f : [a,b] — R. Dann ist f linksstetig in a, wenn lim f(x) = f(a), beziehungsweise rechtsstetig

r—a—

in a, wenn lierf(x) = f(a).

Anmerkungen.

(1) Flim f(z) genau dann, wenn 3 lim f(z), lim+f(x) und es gilt lim f(x) = lim f(z).

T—a— r—a— T—a+

(2) f ist stetig in a genau dann, wenn f in a links- und rechtsstetig ist.

Definition 4.12.
a ist eine Sprungstelle, wenn lim f(z) # lim f(z).

r—a— r—a+

4.5 Abgeschlossene und kompakte Mengen

Definition 4.13.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. A C X heifit abgeschlossen, wenn jeder Hiufungspunkt von A zu A

gehort. Nimmt man zu einer Menge A ihre Hdufungspunkte hinzu, erhélt man die abgeschlossene
Hiille A von A.

Es gilt stets:
e ACA
e A ist abgeschlossen genau dann, wenn A C A, also A = A.

Anmerkung.
Die Menge A ist abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (a,,) in A der Grenzwert der Folge
zu A gehort.

Beispiele.
e Die Intervalle [a, b] und [a,c0) sind abgeschlossene Mengen.

e Die Mengen (a,b) und {£ | n=1,2,...} sind nicht abgeschlossen.

Satz 4.12.
Ist f: X — R stetig, so sind die Mengen

A = {reX|flr) <0}
B = {zeX|f(z)>0}

abgeschlossen.
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Satz 4.13.
Sind A und B abgeschlossen, dann auch AN B und AU B.

Ubungsaufgabe: Ist der Durchschnitt und die Vereinigung von beliebig vielen abgeschlossenen
Mengen wieder abgeschlossen?

Beispiele.
1. Die Einheitssphire s™ := {z € R*™! | ||z|| = 1}ist abgeschlossen.

2. Der n-dimensionale Einheitswiirfel {x €¢ R" | 0 < z; <1, i = 1,2,...,n} ist abgeschlossen.

Definition 4.14.
Eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge des R™(C"™) heifit kompakt.

Satz 4.14.
Ist A eine kompakte Teilmenge des R"(C"), so besitzt jede Folge (x,) in A einen Haufungspunkt
T € A.

Achtung: Eine entsprechende Aussage gilt nicht in unendlichdimensionalen Rdumen:

Sei ly := {(z,) | Y. 22 < oo} der Raum aller reellen Folgen, deren Quadratsumme endlich ist.
n=1

Die Folge der Einheitsvektoren e, = (0,...,0,1,0,...) in [y liegt in der abgeschlossenen und
beschréankten Einheitskugel K (0;1) C Iy, hat aber keinen Haufungspunkt.

4.6 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen
A sei eine kompakte Teilmenge von R*(C"); f: A —R

Definition 4.15.
f(z) nimmt in zq ein globales Mazimum an, wenn gilt:

f(x) < f(xg) Ve A
f(x) nimmt in zq ein globales Minimum an, wenn gilt:

f(x) > f(xg) Ve A

Satz 4.15. (Satz vom Maximum)(Weierstraf)
Ist A kompakt und f : A — R stetig, so nimmt f in einem Punkt von A das globale Maximum
(das globale Minimum) an.
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Anmerkung. Wenn der Definitionsbereich der Abbildung f nicht kompakt ist oder wenn f nicht
stetig ist, dann besitzt die Abbildung f moglicherweise kein Maximum und Minimum. (Beispiele!)

Satz 4.16.
Ist A kompakt und f : A — R stetig, so ist f(A) kompakt. Insbesondere ist dann f(A) abge-
schlossen.

Satz 4.17. (Zwischenwertsatz von Bolzano, 1817)
Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) < 0. Dann besitzt f in (a,b) mindestens eine Nullstelle.

Abbildung 4.4: Bernard Bolzano, geb. 1781 in Prag, gest. 1848 in Prag

Korollar.
Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat mindestens eine reelle Nullstelle.

Anwendung: Bisektionsverfahren

Satz 4.18.
Sei f eine stetige Abbildung eines Intervalls I in R. o := inf{f(x) |z € I}, B :=sup{f(x) |z € I}.
Dann nimmt f jeden Wert in (a, 3) fiir mindestens einen Wert aus dem Intervall I an.

4.7 Gleichméaflige Stetigkeit

Definition 4.16.
f: X — X' heiit gleichmdflig stetig, wenn gilt:

Ve > 035 =0(e) : Va,y € Xmitd(z,y) <d = d(f(x), fly) <e

0 ist dabei von der betrachteten Stelle x unabhéingig.
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Unterschied zur Stetigkeit: 0 wird nicht fiir einen Punkt gewé&hlt, sondern muf fiir alle x giiltig
sein.

Anmerkungen.
(1) Ist f gleichmiBig stetig = f ist stetig

(2) Sind f und g gleichméBig stetig = go f ist gleichméfig stetig

Beispiele.
(1) f(z) = 2% ist auf [-1, 1] gleichmé#Big stetig
(2) f(x)= 2 ist auf (0,1) nicht gleichméBig stetig

Satz 4.19.
Eine quasikontrahierende Abbildung ist gleichméfig stetig.

Satz 4.20.
Ist A C R*(C™) kompakt und f: A — X' stetig = f ist gleichméBig stetig.

4.8 Der Fixpunktsatz von Banach

Definition 4.17.
Sei (X, d) ein metrischer Raum, f : X — X. Die Abbildung f heifit kontrahierend, wenn Vz,y € X
gilt:

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y) mit0 < K <1

Definition 4.18.
Sei f: X — X. Ein Punkt x € X heifit Fizpunkt der Abbildung f, wenn gilt:

flx) ==

Satz 4.21. (Fixpunktsatz von Banach)
Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und f : X — X eine kontrahierende Abbildung mit
der Lipschitzkonstanten K,0 < K < 1. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt z* € X.
Die Rekursion
Tpy1 = f (xn)
fithrt fiir beliebige ¢ € X auf eine gegen z* konvergente Folge
lim z,, = 2*
und es gilt die Fehlerabschiatzung
Kn
1-K

d(x,,x*) < d(xg, 1)
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Abbildung 4.5: Stefan Banach (1892-1945)

4.9 Monotone Funktionen

Sei I = (a,b), wobei a = —oco und b = 400 zugelassen sind. f: 1 — R.

Lemma 4.22.

Ist f auf I monoton wachsend, so existiert der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert lirgl f(z)
und es gilt:

lim f(z) = sup{f(z) |z € (a,b)}

Tr—

Satz 4.23.
Ist f : I — R monoton wachsend, so existieren in jedem z, € I die einseitigen Grenzwerte
lim f(z)=c_, hm+ f(x) = cy und es gilt:
T—x0

T—xTo—

c. < f(z) <ey

Definition 4.19.

Eine Menge A heifit abzdhlbar, wenn es eine Bijektion zwischen den natiirlichen Zahlen N und der
Menge A gibt.

Eine nichtendliche Menge heifit diberabzdhlbar, wenn sie nicht abzéahlbar ist.

Anmerkung.
1. Die rationalen Zahlen sind abzahlbar.

2. Die reellen Zahlen sind iiberabzéhlbar.
Beweise mittels des Diagonalisierungsverfahrens von Cantor.

Satz 4.24.
Eine monotone Funktion ist stetig bis auf hochstens abzahlbar viele Sprungstellen.

d.h. eine monotone Funktion hat keine, oder endlich viele oder im schlimmsten Fall abzéahlbar
viele Sprungstellen.

Satz 4.25.
Ist f: I — R streng monoton und stetig, dann bildet f das Intervall I bijektiv auf ein Intervall J
ab. Die Umkehrfunktion f~!:.J — I ist ebenfalls streng monoton und stetig.
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Elementare Funktionen

5.1 Polynome

Definition 5.1.
Ein Polynom ist ein Ausdruck der Form

p() :a0+a1x+a2x2+...+anajn mit a,, # 0

wobei n der Grad des Polynoms ist und a,, der fiihrende Koeffizient ist.
Sind alle a; € R, so spricht man von einem reellen Polynom, bei a; € C von einem komplezen
Polynom.

Berechnung des Polynomwertes p(xy) mittels Hornerschema: (Ruffini 1804, Horner 1819)

Ap Ap—1 Ap—2 ... Qo
0 bn$C0 bn,1I0 e blﬂj‘o
by bp_1 by_s oo by = P(xo)

Satz 5.1. Jedes reelle Polynom n-ten Grades (n > 1) besitzt hochstens n reelle Nullstellen.

Satz 5.2. (Fundamentalsatz der Algebra, Gauss)
Sei n > 1. Jedes (komplexe) Polynom n-ten Grades besitzt in C genau n Nullstellen p(z;) = 0 mit
1=1,...,n.

Tritt eine Nullstelle z; mehrfach, z. Bsp. a;-fach auf, so nennt man «; die Vielfachheit der Nullstelle
Zi-

Folgerung.

Hat ein Polynom p(x) n-ten Grades n + 1 Nullstellen, dann ist p(z) das Nullpolynom.

Folgerung.
Jedes Polynom n-ten Grades lét sich in C in ein Produkt von Linearfaktoren zerlegen:

p(z) =an(z—21)(z — 22) ... (2 — 2p)

33
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Abbildung 5.1: Johann Carl Friedrich Gaufl (1777-1855)

Fiir jedes Polynom p(z) = 2"+ a,_12" ' + ...+ aq gilt: a,_; ist die negative Summe aller (reellen
oder komplexen) Nullstellen, ag ist (—1)" mal dem Produkt aller Nullstellen. Aus diesen beiden
Bedingungen 148t sich oft eine der Nullstellen erraten.

Satz 5.3.
Ist zy eine komplexe Nullstelle des reellen Polynoms p(z), dann ist auch die konjugiert komplexe
Zahl Zj eine Nullstelle von p(z).

Folgerung.
Jedes reelle Polynom 148t sich im Reellen in Linearfaktoren und quadratische Faktoren zerlegen.

Satz 5.4. (Gleichheit von Polynomen)
Zwei Polynome n-ten Grades sind genau dann gleich, wenn sie an (n + 1) paarweise verschiedenen
Stellen x4, ..., x, 1 iibereinstimmen.

Interpolationsproblem: Fiir n 4+ 1 paarweise verschiedene ” Stiitzstellen” g, z1, ..., x, und vor-
gegebene Werte yo, y1, . . ., ¥, wird ein Polynom p(x) vom Grad < n gesucht, fiir das gilt:

plz;) =y, furi=0,1,... n.

Satz 5.5.
Das Interpolationsproblem hat eine eindeutig bestimmte Losung.

Lagrange’sche Interpolationsformel:

Die nummerische Berechnung des Interpolationspolynoms erfolgt am besten durch Newton’s Ver-
fahren der dividierten Differenzen, das sich auch gut mit dem Hornerschema kombinieren l&8t.
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5.2 Rationale Funktionen

Definition 5.2.
Eine rationale Funktion ist von der Form r(z) = % mit Polynomen p(x), ¢(z), wobei r(z) nur
fiir # definiert ist, fiir die ¢(z) # 0 gilt. Die xz-Werte mit ¢(z) = 0 heissen Polstellen.

Durch Polynomdivision kann man erreichen, dass

p2(x)
q(z)

wobei p;(z), p2(x) Polynome sind und grad ps(x) < grad ¢(z) gilt.

r(z) = pi(x) +

Satz 5.6. (Satz von der Partialbruchzerlegung)
Es seien p(z), () reelle Polynome mit grad p(x) < grad ¢(z) und fiir ¢(z) gelte

q(z) = alx —x)™ ... (z —2,) (2> + ayx + b)) .. (2 + agx + b,)P

d.h. xq, ..., z, sind paarweise verschiedene reelle Nullstellen mit den Vielfachheiten oy, ..., a,, und
die paarweise verschiedenen quadratischen Polynome (z? + a;x +b;) haben keine reelle Nullstellen.
Dann gilt:

M B r @ Azk s B; lex " le
% Get) % (e

=i

5.3 Die Exponentialfunktion und der Logarithmus
e” = 1+z+'§—?+§—?+... ist stetig fiir alle z € C(x € R).
Es gilt:

o V=1

o efle?2 — pF1t22

. z__
e lim&<=l =1
z—0 #

Satz 5.7.

lim (1 + %)n =e? fiiralle z € C

n—0o0

Satz 5.8.
Fir z € R gilt:
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1. e >0 VzeR

2. € ist streng monoton wachsend

3. lim e* =0, lim i—z = oo fiir jedes feste n, d.h. die Exponentialfunktion wéchst schneller

r——00 Tr—00

als jede Potenzfunktion.

Da e” auf R streng monoton wachsend ist, existiert die Umkehrfunktion, die natirlicher Logarith-
mus Inz genannt wird.

Es gilt:
e In(e*) =2 VreR

o M =1 VrecR,

Satz 5.9.
Fiir den natiirlichen Logarithmus In: R, — R gilt:

1. In(zy) =lnx +Iny

2. lim Inz = —o0, lim Inx =00
z—0+4 T—00

3. In1=0, lne=1

Definition 5.3.
Sei a > 0 fest. Die allgemeine Exponentialfunktion ist definiert als:

a:v — emlna
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YA
2:)3

()"

\ kS

Satz 5.10. (Rechenregeln fiir die allgemeine Exponentialfunktion)

1. a” ist streng monoton wachsend fiir & > 1 und streng monoton fallend fiir 0 < a < 1.

2. (a®)¥ =a™
a®a?¥ = a®tV
a* ¥ = Z—z

_ 1\
o= = (3)
xT

3. a®b* = (ab)
Die Umkehrfunktion zur allgemeinen Exponentialfunktion ist der Logarithmus zur Basis a, wobei

a # 1 ist. Es gilt:
alogz = (4 logd)(ylog )

5.4 Die Hyperbelfunktion

Trennt man die Exponentialfunktion e® in ihren symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil,

so erhélt man die Hyperbelfunktionen:

Cosinus hyperbolicus: coshz := (e” + ™)
sinhz := 5(e” —e™™)

N[

Sinus hyperbolicus:
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y = sinhzx

lim coshz — sinh z = 0.

Tr—00

cosh?z —sinh?z = 1

Als Summe (Differenz) stetiger Funktionen sind Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus
stetige Funktionen.
Trennt man in der Reihenentwicklung von
R R
=1 — 4+ — 4+ =+ ..
e +(:E)+2+3!+4!+

Real- und Imaginérteil, erhélt man als Reihen fiir Cosinus und Sinus:

x? ozt
h 1+ —4+——+...
coshx + 5 + 1 +
3 2P
sinh x x+§+a — +...

Aus eV = e%eY folgen die Additionssdtze:

cosh(x +y) = coshxcoshy + sinh zsinhy
sinh(z +y) = sinhxcoshy + coshzsinhy

Weiters definiert man:

sinh z

tanh z =
cosh x

Tangens hyperbolicus:

Cotangens hyperbolicus: sinh x := SBZ fijy g £ ().

sinh x

Die Umkehrfunktionen lauten:

Area cosinus hyperbolicus: arcoshz : [1,00) — R,



KAPITEL 5. ELEMENTARE FUNKTIONEN

Area sinus hyperbolicus: arsinhxz : R — R
Area tangens hyperbolicus: artanhz : R — (—1,1)

Area cotangens hyperbolicus: arcothz : R\ [-1,1] — R

Man kann die Umkehrfunktionen auch durch den natiirlichen Logarithmus ausdriicken, z. Bsp.

arsinhr = In(x 4+ Va2 +1)
1+
11—z

1
artanhz = 5111

5.5 Trigonometrischen Funktionen

Zerlegt man e in seinen Real- und Imaginérteil, so erhiilt man:
Cosinus: cosz = R(e™) = 1(e™ + e7™7)
i . i ¢ plry — 1 (i —ix
Sinus:  sinz := 3(e") = 5 (e —e7'7)

Somit gilt die Fuler’sche Formel:

ewr = cosx+isinx‘

Der Cosinus ist eine gerade (symmetrische) Funktion: cos(—z) = cosz,
der Sinus eine ungerade (schiefsymmetrische) Funktion: sin(—x) = —sinz.
Weiters erhélt man direkt aus der Definition::

‘COSQSL’—FSian:l‘

Als Summe (Differenz) stetiger Funktionen sind Cosinus und Sinus stetige Funktionen.

Trennt man in der Reihenentwicklung von

(ix)® | (x)® | (iz)*
2 3! 4!

e =1+ (i) + + ...

Real- und Imaginérteil, erhélt man als Reihen fiir Cosinus und Sinus:

x? xt
= 11— — 4+ ——+...
CcoS T 5 + I +
) S
sinxr =— x—y—i-y——'—

mit sin § = % Daraus folgt cos § = % und somit

Es gibt eine reelle Zahl, genannt >

INE

.
el

Sl

(1+14), €2 =i, ™ =-1, ¥ =1.
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cot x

tan x

COS T

Also sind € und damit auch Sinus und Cosinus periodische Funktionen mit der Periode 27.

Additionssitze:

Aus e = '@+ folgt

cos(x +v)
sin(x £ y)

cosx cosy F sinxsiny
sinx cosy £ cosxsiny

Setzt man x = y, so erhélt man

cos(2z) = cos’x —sin®x
sin(2x) = 2sinzcosx
Daraus erhélt man
x
l1+cosz = 2cos’ =
2
Lo
1 —cosz = 2sin’ 5

Da '™k fiir alle k € Z reell ist, gilt

sin km =

Aus €®t2) =i . ¢ folgt
sin (:c
cos (:c

Daher ist auch

coS (g + 2k7r> =0

0 fiir alle k € Z.
+7T) -

5 = COST
+7T) i

—) = —sinz

2

fiir alle k € Z.
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Y

Definition 5.4.

Tangens: tanz = ==&

CcosxT

Cotangens: cotx = <=2

sinx

w/4 /2

Abbildung 5.2: tan x bzw. cot x

(v # 5 + 2km)
(x # 2km)

Der Tangens und Cotangens sind schiefsymmetrische Funktionen.

Es gilt:

t +t
tan(z +y) = anT any
1 Ftanxtany
2tanz
tan2x = ————
1 —tan“z

Elegie um den Tangens

Aus verachteter Tiefe
qualst Du Dich aufwarts
in driickender Hitze
zum siebenten Himmel.

Doch was Du erspart hast,
das rauben bekanntlich
Inflationen und Kriege

alle = Jahre -

leicht 138t sich’s beweisen.

41
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Betrogener Tangens!
Bei soviel Tragik
bleibt mir die Spucke
weg und der Reim.

aus: H. Cremer: Carmina Mathematica, Verlag J.A. Mayer, Aachen

Predigt an den Cotangens

Bei Dir ist alles Mahnen,
o Cotangens vertan,
Du gleitest, hochgeboren,
hinab die schiefe Bahn.

Zwar bremst Du dazwischen Dein Sinken,
als packte Dich heilsame Reu,
doch kurz nur wahrt die Besinnung,
und hemmungslos fillst Du aufs neu.

Doch wenn Du bis minus Unendlich
gestliirzt bist, Du haltloser Tor,
dann hebt Dich ein rettender Zauber
auf plus Unendlich empor.

Und wieder in lichten Hohen
erscheinst Du wunderbar,
doch gleicht Dein n-tes Leben
dem (n — 1)-ten aufs Haar.

Du lernst nichts aus der Geschichte,
Du laufst im alten Trab, unendlich oft wirst Du gehoben,
unendlich oft stiirzt Du hinab.

aus: H. Cremer: Carmina Mathematica, Verlag J.A. Mayer, Aachen

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen lauten:
Arcus cosinus: arccosz : [—1,1] — [0, 7]
Arcus sinus: arcsinz : [—1,1] — [—-7/2,7/2]
Arcus tangens: arctanz : R — [—7/2,7/2]

Arcus cotangens: arccotxr : R — [0, 7]
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Y Y
T2

5

***** —7/2 -1 1

y = arctanx Yy = arccotx
———————————— t—m/2

Ode an die Arcustangensschlange

Du schleichst seit unendlichen Zeiten
so leis und so sanft heran,
Du stiegst in Ewigkeiten
kaum um ein § an.
Nur langsam beginnst Du zu wachsen,
wie zum Beweis Deines Seins,
erreichst beim Schnittpunkt der Achsen Deine héchste Steigung, die Eins.

Dann duckst Du Dich wieder zierlich
in stiller Bescheidenheit
und wandelst weiter manierlich
in die Unendlichkeit.

Hier stock ich im Lobgesange,
mir schwant, er wird mir vermiest:

43
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Oh, Arcustangensschlange,
beiBt Du nicht doch, Du Biest?!

aus: H. Cremer: Carmina Mathematica, Verlag J.A. Mayer, Aachen
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Kapitel 6

Differentialrechnung 1

Begriinder:

. '

(a) Sir Isaac Newton (1642 - (b) Gottfried Wilhelm Leib-
1727) niz (1648 - 1716)

6.1 Die Ableitung einer Funktion f: [ — R

Im folgenden sei [ ein Intervall in R, f: 1 — R und xg,x; €

Definition 6.1.
Der Differenzenquotient der Funktion f in den Punkten xg, x; ist definiert als

f(x1) — f(x0)

1 — o

Definition 6.2.
Die Funktion f heifit in einem inneren Punkt x( des Intervalles I differenzierbar, wenn der Grenz-

wert
po (@) = (o)
T—T0 T — Iy

. bezeichnet.

existiert. Der Grenzwert wird als f’(x() oder %‘ 3
T=T

45
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Ist xg ein Randpunkt des Intervalls I, so kann man in xq einseitige Ableitungen betrachten:

Definition 6.3.
Die linksseitige Ableitung in x ist definiert als

- f(x) = flwo)
"(29—) = 1
fwo=) = lm ———~
Die rechtsseitige Ableitung in xq ist definiert als

['(xo+) := lim f(@) = f(=zo)

T—wo+ T — Xy

Beispiel.
Die Funktion f(z) = |z| besitzt in xy = 0 die linksseitge Ableitung f’'(0—) = —1 und die rechts-
seitige Ableitung f'(0+) = +1.

Definition 6.4.
f ist in zy genau dann differenzierbar, wenn in x, die linksseitige und die rechtsseitge Ableitung
existieren und gleich sind.

Satz 6.1.
f: 1 — Rist in zg € I genau dann differenzierbar, wenn es eine in z( stetige Funktion r(x) mit
r(zo) = 0 gibt, so dass gilt:

f(x) = f(xo) + f'(wo) - (x — w0) +7(x) - (v — 20)

Satz 6.1 besagt, dass sich f(z) durch ein lineares Polynom f(zo) + f'(x¢) - (x — 2) approximieren
148¢.

Folgerung.
f ist in z( differenzierbar = f ist stetig in x.

Achtung: Eine stetige Funktion muf} nicht differenzierbar sein (z.Bsp.: f(x) = |z| fiir o = 0).

Ist f(z) in jedem Punkt x € I differenzierbar, so kann man eine neue Funktion f' : [ — R
definieren, die jedem x € I die reelle Zahl f'(x) zuordnet.

Definition 6.5.
Die Funktion f’: I — R heifit (erste) Ableitung von f. Ist f’ stetig, so heifit f stetig differenzierbar
auf .

Rechenregeln fiir die Ableitung:

(1) (af) =a-f
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(f+9) =1+
(3) (f-9) =9+ [d
4) (Dy=2%(f'9-19)
(gof) =(d°f)f (Kettenregel)

(1) und (2) besagen, dass das Bilden der Ableitung eine lineare Operation ist. Dies gibt Anlass
zur Definition eines neuen linearen Raumes!

Satz 6.2.
Ist f streng monoton und differenzierbar auf dem Intervall I, dann ist die Umkehrfunktion f~*(y)

in allen Punkten y € f(I) mit f/(f~!) # 0 differenzierbar und es gilt:
—1\/ _ 1
W= )

Achtung: Nicht jede differenzierbare Funktion ist stetig differenzierbar.

Beispiel.

20 1
f(x) = { g S i f 8 ist in I differenzierbar, aber f’(z) ist in zy = 0 nicht stetig.

Es gibt Funktionen, die auf ganz R stetig, aber in keinem Punkt € R differenzierbar sind.

Beispiel.
Wir konstruieren eine iiberall stetige, aber nirgends differenzierbare Funktion f(x) auf folgende
Weise. Zunéchst definiert man

<z<
wo(x) == { ix (1) - i - ; und fo(x) sei die periodische Fortsetzung von ¢q(x)

r 0<zx<
sol(x)::{ )

oy 1o ,<1 und f1(z) sei die periodische Fortsetzung von ¢ (x)
4 >

DO [ [

Dann ist
o

f(z) = > fr(x) ist auf ganz R stetig, aber nirgends differenzierbar.
k=0
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Ableitungen spezieller Funktionen:

(1) f(z) = ¢ (konstant) = f'(z) = 0

(2) (z*) = k! fiir alle z, falls k € N bzw. fiir © # 0, falls k = —1,
(3) (Y =¢, (nfaly = (@#0)

(4) (z°) = az®' (2> 0,0 € R)

(5) (sinhz)’ = coshz

(coshx) = sinhx

1
tanhz) =
( ) c051}12 x
cothz) = ———
( ) sinh? z
1
6) (arsinhz) =
© (s = g
arcoshr) = ——= firz > 1
( ) \/a:f -1
(artanh x) = 1T fir |z > 1
(arcothz) = o fir |z] <1
(7) (sinz)" = cosx
(cosz) = —sinx
tanz) =
(tanz) cos? x
(cotz) = ——=
sin® x
1
8) (arcsinz) = —— fiir |z| < 1
®) v = gt
(arccosz) = ———— fiir |z]| < 1
V1—a?
1
tanz) =
(arctan x) e
1
(arccot ) = —

—2

PARERER

48
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6.2 Hohere Ableitungen; lokale Extrema

Definition 6.6.
Ist die erste Ableitung f' : I — R wieder eine differenzierbare Funktion, so nennt man ihre
Ableitung die zweite Ableitung:

f'(@) = (f'(x))

Allgemein definiert man als k-te Ableitung:
fW(x) = (f* V(@)Y

Ist die k-te Ableitung eine stetige Funktion, so nennt man f eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion.

Definition 6.7.
CY. .. Klasse der stetigen Funktionen
CF ... Klasse der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen

C*> ... Klasse der beliebig oft differenzierbaren Funktionen

Beispiele.

e sinz € C™, da:
(sinz) = cosx
"= —ginx

(sinz)
(sinx)” = —cosx
(sinz)® = sinx

e Jedes Polynom liegt in C*.

Definition 6.8. (Lokale Extrema)
Ist zy ein innerer Punkt des Intervalls I, so besitzt f : I — R ein lokales Minimum in xzy, wenn
gilt:

f(x) = fzo) Ve Ulz)

f besitzt in xg ein lokales Mazximum, wenn gilt:

f(x) < flwo) Ve Ulw)

Lokale Minima und lokale Maxima fasst man als lokale Fxtrema zusammen. Demgegeniiber werden
globale Minima und globale Maxima auch globale Ezxtrema genannt.
xo heilit globales Minimum von f, wenn gilt:

fz) > f(xg) Vo el
xo heilt globales Maximum von f, wenn gilt:

f(x) < f(xg) Vxel
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Satz 6.3.
Ist f : [a,b] — R differenzierbar in (a,b) und hat f ein lokales Extremum in xy € (a,b), so ist

f'(xg) = 0.

Definition 6.9.
Punkte x¢ mit f'(x¢) = 0 nennt man stationdre Punkte.

Achtung: Ein stationirer Punkt muf kein lokales Extremum sein! (z.Bsp.: zy = 0 fiir f(x) = 2?)

Um das globale Extremum von f(x) zu finden, miissen die Funktionswerte in den stationéren
Punkten nicht nur untereinander, sondern auch mit f(a) und f(b) verglichen werden, denn das
globale Extremum kann auch am Rand angenommen werden.

6.3 Mittelwertsitze; unbestimmte Formen

Satz 6.4. (Mittelwertsatz von Rolle)
Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig und in (a, b) differenzierbar. Weiters gelte f(a) = f(b). Dann
gibt es ein z € (a,b) mit f'(zq) = 0.

A

Satz 6.5. (Cauchy’scher Mittelwertsatz, 2.Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Die Funktionen f : [a,b] — R und ¢ : [a,b] — R seien stetig und im offenen Intervall (a,b)
differenzierbar. Weiters gelte ¢'(z) # 0 fiir alle € (a,b). Dann ist g(a) # g(b) und es gibt ein

zo € (a,b), so dass gilt:
fla) _ ['(w0)

Setzt man g(x) := x, so erhélt man:

Satz 6.6. (1.Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein xy € (a,b), so dass gilt:

f(b) = f(a)

f(wo) = b—a
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A
Sekante
__ - - Tangente
|
/ : -7 I :
| | L
a o b
Insbesondere gilt fiir h # 0:
flx+h)=f(x)+hf(z+dh) mit 0 < <1 (6.1)

Folgerungen aus den Mittelwertsitzen:

Satz 6.7.
Ist f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar und gilt f’'(z) = 0 fiir alle = € (a,b), dann ist
f eine konstante Funktion.

Aus (6.1) folgt:

Satz 6.8.
Sei f : [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar. Gilt fiir alle = € (a, b):

b
f'(x) >0, dann ist f(x) monoton wachsend

e f'(x) >0, dann ist f(x) streng monoton wachsend
f'(x) <0, dann ist f(z) monoton fallend

f'(x) ()

x) < 0, dann ist f(x) streng monoton fallend

. 00
Unbestimmte Formen: 0’ 0-00,0% 00?1, 00 — 00
00

Durch Anwendung des Cauchy’schen Mittelwertsatzes kann man in vielen Féllen den Grenzwert
bestimmen:

Satz 6.9. (Regel von de I’Hospital)
Die Funktionen f und g seien auf dem Intervall (a,b) differenzierbar (b = oo ist zugelassen!).
Weiters seien g(z) und ¢'(x) auf (a,b) stets # 0 und es gelte

{ 0 (Falll)

lim f(z)= lim g(z) = 0o (Fall II)

x—b— z—b—
Existiert der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert

N C)
Afiwﬂﬁ

dann gilt auch
tim L&) _
Tz—b— @ ZL‘)
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Beispiele.

: sinx __ 71:
1. glﬁlir(l) - = lim

z—0

cosxT __
=1

. xT —T _ . . . . . . . .
2. hn% % ist eine unbestimmte Form %. Ein Mal differenziert erhédlt man erneut eine
Tr—

. . . T_e— . . . .
unbestimmte Form %, ndmlich <=5—. Nochmaliges Differenzieren ergibt
14z
. et +te”
lim ——— = 2.
z—0 o)

Also ist der gesuchte Grenzwert 2.

Umformungsregeln fiir restlichen unbestimmten Formen:

e Beim Typ 0 - oo fithrt man eine der beiden folgenden Umformungen durch:

f(z)

“—~ oder T
f(@) g(z)

e Umformung fiir Typ 0%, 1°° und oc®:

f(x)y(x) — n(f(@))g(x)

= Der Exponent ist nun eine unbestimmte Form vom Typ 0 - co.

e Umformung fiir Typ co — oo:

f(w) = glz) = f(x) [1 - %}

Hat die unbestimmte Form % einen Grenzwert # 1, so ist das Problem gelost. Anderenfalls
erhélt man eine neue unbestimmte Form vom Typ 0 - oo, die wie oben umgeformt wird.

Historische Bemerkung:

Die Regel von De I’'Hopital stammt eigentlich vom Schweizer Mathematiker Johann
Bernoulli (1667-1748). Marquis de I’'Hopital war ein interessierter Laie, der diese Regel
dem jungen Johann Bernoulli, der im Schatten seines angeseheneren Bruders Jacob
Bernoulli - einem ebenfalls bedeutenden Mathematikers - stand gegen eine ansehnliche
Summe abkaufte. In spateren Jahren, nach dem Tod von Marquis de I’Hopital bemiihte
sich Johann Bernoulli, seine Urheberschaft an diesem Resultat klarzustellen.
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Abbildung 6.1: Johann Bernoulli

6.4 Konvexitit, Ungleichungen

Gegeben sei ein Intervall I und eine Funktion f: I — R.
Definition 6.10.
f heifit konvex, wenn Va,b € I,a < bund VO < X\ <1 gilt:

F(ha+ (1= A)b) < Af(a) + (1= N F(b)

streng konver:  f(Aa+ (1 — A)b) < Af(a) + (1 —N)f(b)
konkav: F(a+ (1=X)b) > Af(a)+ (1= N)f(b)
streng konkav:  f(Aa+ (1 —A)b) > Af(a) + (1 — N)f(b)

(streng) konvexe Funktion (streng) konkave Funktion

Lemma 6.10.
Ist f streng konvex auf I und x1,z, 29 € I mit x; < x < x9, dann gilt:

f(z) = f(x1) < f(x2) — f(21) < f(x2) — f(z)

r — I To — X1 To — X
TV - ~ TV - ~ TV

q1 q q2

N
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Lemma 6.11.
Ist f streng konvex auf I und zy € I ein fester Punkt, dann ist ¢(z) := %ﬂ)x“) auf [ streng
monoton wachsend.

Satz 6.12.

Ist I ein offenes Intervall und f : I — R streng konvex, dann ist f stetig auf I. Ferner besitzt
f(z) in jedem Punkt xy € I eine linksseitige und eine rechtsseitige Ableitung f'(xo—), f'(zo+) mit
f(zo—) < f'(xo+). Fiir jedes m € [f'(xo—), f'(xo+)] gilt:

f(z) > f(xo) + m(xz —xo) ...Subgradienten Ungleichung

Definition 6.11.
Die lineare Funktion f(zq) +m(x — xo) heiit Stitzfunktion von f in xg, m ist ein Subgradient von
f im Punkt z.

()

f(zo+)

Stiitzfunktion

f(@o—)

Zo

Achtung: Eine auf einem abgeschlossenen Intervall definierte konvexe Funktion mufl nicht stetig
sein!
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Satz 6.13.
I sei ein offenes Intervall und f : I — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

fist konvex < f"(z) >0 Vzel

[ ist konkav & f"(z) <0 Vzel

Folgerung.
Wechselt f”(z) an der Stelle 2 das Vorzeichen, so geht f zum Beispiel vom konvexen zum konkaven
Verhalten iiber: zq ist ein Wendepunkt.

Ungleichungen
Satz 6.14. (Allgemeine Bernoulli’sche Ungleichung)
Fiir alle x > —1, 2 # 0 gilt:
(14+2)*>14ar fira<0oder a>1

I+2)0<l4ar fir0<a<l

Definition 6.12.
x1,...,T, seien n Punkte in einem reellen Vektorraum. Ein Punkt x heif3t Konvexkombination der

Punkte xq,...,2,, wenn es Zahlen Ay, ..., A, > 0 gibt mit > \; = 1, so dass gilt:
i=1

n
i=1

Satz 6.15.
Ist f konvex auf dem Intervall I und sind x4,...,x, € I, so gilt fiir jede Konvexkombination
i=1 i=1

Als Verallgemeinerung der euklidischen Norm definiert man:

Definition 6.13.
Die p-Norm eines Vektors z € R" ist definiert als:

n

Z|xi|1’ fir 1 <p<oo
i=1
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Dann gilt:
Satz 6.16. (Minkowski’sche Ungleichung)

[z +yllp < llzlly + [yl

Satz 6.17. (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel)

r1+...+x,
n

> Yry ..o Ty, mit x1,...,x, >0

Satz 6.18. (Holder’sche Ungleichung)
Esseip>1, ¢>1und % + % = 1. Dann gilt fiir beliebige z,y € R"(C"):

(5 (50

[y < lzllp - llyllg

B =

kurz:

6.5 Taylorformel

Satz 6.19.
f i [a,b] — R sei stetig und in (a, b) (n+1)-mal differenzierbar. Dann gilt fiir 2o und xo+h € (a, b):

n

k
flag+h) =) %f(’“) (z0) +

k=0

hn+1
(n+1)!

fO (2o +0n) mit0<d <1

5150

Abbildung 6.2: Brook Taylor (1685 - 1731)
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Definition 6.14.
hn+1

RSN f ("“)(370 + dh) bezeichnet man als das Lagrange’sche Restglied.
n !

n_:

Die Taylorformel beschreibt die Funktion f(x) durch ihre Ableitungen in einem Punkt. Man kann
sie zu Extremwertuntersuchungen oder zur nidherungsweisen Berechnung von Funktionswerten
heranziehen.

Aus Satz 6.19 erhalt man:

Folgerung.
Ist die (n+1)-te Ableitung in (a, b) identisch 0, dann ist f(x) ein Polynom hochstens n-ten Grades.

Speziell fiir xp := 0 und h := x erhilt man:

Mac Laurin’sche Formel:

:L,nJrl

CEaVIANIC

F@) = F0) 4 2f(0) + 210 + ..+ L f0(0) +

Entwickelt man die Funktion f(z) um den Punkt z und setzt man h = x — xg, so erhélt man:

ﬂﬂ:iigiﬁiﬂww>'%%%%—ﬂwwx+&x—m» mit 0 < 6 < 1.
k=0

Qualitative Fassung der Taylorformel:
Ist f : [a,b] — R stetig und in (a, b) n-mal differenzierbar, dann gibt es eine in zy stetige Funktion
r(x) mit r(xg) = 0, so dass gilt:

n

Fa) =30 T 10 ) 4 2 (o)

k=0

Definition 6.15. (Landau’sche O-Symbole)

o f(x)=o0(g(z)), wenn lim f(z) =
f(z) = o(g(x)), %;3?8 o) 0
_ flx) —g(x)
o f(x)=g(x)+ o(h(x)), wenn mji% ") -0

e f(x)=0(g(x)), wenn es eine Konstante C' gibt, so dass fiir alle x € U(xg), = # x, gilt:

f(2)] < Clg(=)]
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Damit gilt:

Satz 6.20.
Ist f n-mal differenzierbar in zq € (a,b), so gilt:

f@) = 30T 0t offa - ayp)

k=0

und
S (@ —m0)*

flo) = 3 w0) + Ol — ol
k=0 )

Satz 6.21. (Extremwertbestimmung)
Ist £ (o) # 0 und f®(zy) =0 fiir k =1,2,...,n — 1, so gilt:

1. Ist n gerade, so hat f in zy ein lokales Extremum. f(z) hat in zy ein Minimum, wenn
f™(2¢) > 0 ist, und ein Maximum, wenn f™(zo) < 0 ist.

2. Ist n ungerade, so besitzt f in zo einen Wendepunkt (Flachpunkt, falls n > 3 ist).

Ist f beliebig oft differenzierbar, dann koénnen in der Taylorformel beliebig hohe Ableitungen
auftreten.

Definition 6.16.
Die Taylorreihe von f(x) mit Entwicklungspunkt z ist definiert als:

(z — x0)F
Ty() = 3 10 ) L= 20"
k=0
Im Zusammenhang mit Taylorreihen stellen sich folgende Fragen:
e Fiir welche Werte von x konvergiert die Taylorreihe? (sicher fiir x = x)
e Wann gilt f(z) = T4, (x)7 (etwa bei f(z) =€, sinx,...)

Beispiel fiir eine Funktion f(x), deren Taylorreihe mit Entwicklungspunkt zq = 0 tiberall konver-
giert, aber verschieden von f(x) ist:

e~z fiir x>0
0 fir z <0
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Satz 6.22.
Ist f auf einem Intervall (a,b) beliebig oft differenzierbar und ist xy € (a, b), dann konvergiert die
Taylorreihe T} ,,(x) fiir alle jene z € (a,b) gegen f(x), fiir die das Restglied

"0+ 6(x — x))
n n!

Ry ()

(:L’ o xo)nJrl

mit n — oo gegen 0 strebt:

f(@) = Ty ().
Dies ist sicher der Fall, wenn es Konstanten A, B gibt, so dass fir alle z € (a,b) und allen = 1,2, ...
gilt:

f® ()| < AB".
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Funktionenfolgen und gleichméaflige
Konvergenz

Im Folgenden sei X eine beliebige Menge, (Y, d’') ein metrischer Raum und f, : X — Y, n =
1,2,3,... eine Folge von Funktionen.

Definition 7.1.
Eine Folge (f,,) von Funktionen heifit punktweise konvergent gegen eine Grenzfunktione f, wenn
fiir jedes x € X gilt:

lim f,(z) = f(z)

n—oo

Beispiel.
Die Folge der Funktionen f,(z) =™, n=1,2,..., konvergiert auf [0, 1] gegen

0, firo<zx<1

f<x)::{ 1, firz=1

Beispiel.
Die Folge f,(x) = Sinﬁ, n = 1,2,..., konvergiert auf R gegen f(x) = 0. Die Folge der ersten
Ableitungen f!(z) = y/ncosnz, n = 1,2,..., ist aber auf R nicht punktweise konvergent, da sie

fiir x = 0 nicht konvergiert.

Beispiel.
Essei X =Y =R und f,,(v) = 75, n = 1,2,.... Die Funktionen konvergieren gegen f(z) = 0.
Fiir die Folge der ersten Ableitungen gilt aber:

1 — 2 ..
nx . g(x):{o, fir x #0

! _
folz) = (14 na?)? 1, firz=0

g(x) ist also nicht die Ableitung der Grenzfunktion f(x).

60
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Fragen:
e Wann konvergiert eine Folge stetiger Funktionen gegen eine stetige Grenzfunktion?

e Wann konvergiert die Folge der ersten Ableitungen gegen die Ableitung der Grenzfunktion?

Definition 7.2.
Eine Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmdfig gegen eine Grenzfunktion f : X — Y, wenn
gilt:

Ve>03ng=ng(e)Vn>ngVe e X : d(f(z), fulz)) <e

Anmerkung.
GleichméafBige Konvergenz = punktweise Konvergenz.

Satz 7.1.
Es sei (Y, d') ein vollstdndiger metrischer Raum. (f,,) konvergiert genau dann gleichméfiig gegen
eine Grenzfunktion f, wenn gilt:

Ve>03ng=ng(e)Vm,n>noVa € X : d(fu(z), fulz)) <e

Satz 7.2.
Sind die Funktionen f,, : X — Y stetig und ist die Folge (f,) gleichméBig konvergent gegen die
Grenzfunktion f: X — Y, dann ist f stetig.

Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, (Y, d’) ein beliebiger metrischer Raum.
C(X,Y)... Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y.
Durch

d"(f,g) :=supd'(f(x),g(z))

rzeX
ist auf C(X,Y") eine Metrik definiert.

Satz 7.3.
Die Folge (f,,) konvergiert in C(X,Y’) genau dann beziiglich der Metrik d”, wenn die Funktionen-
folge (f,), fu: X —Y), gleichméBig konvergiert.

Satz 7.4.
Ist (X, d) kompakt und (Y, d') vollstindig, dann ist auch C(X,Y") vollstandig.
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Definition 7.3. (Gleichmiflige Konvergenz von Reihen)
Sei f,: X = Y,n=1,2,.... Die Reihe s(z) := >_ f.(x) konvergiert gleichméBig auf X, wenn die
n=1

Folge der Partialsummen von s(x) gleichméBig konvergiert.

Satz 7.5. (Weierstraf3’sches Kriterium fiir die gleichméflige Konvergenz von Reihen)
Sind f, : X — Y Abbildungen einer Menge X in einen Banachraum Y, und gibt es fiir jedes
n > ng ein ¢, mit

[fa(@)] <cn VzeX

wobei Y ¢ konvergiert, dann ist auch die Reihe ) f,(x) (absolut und) gleichmé&Big konvergent.
k=no n=1
Beispiel.

Es sei 0 < ¢ < 1. Die Reihe > z™ konvergiert gleichméBig auf [—gq, ¢], denn ¢, := ¢" ist eine
n=0

Majorante fiir |[z|". Somit ist s(z) = > 2™ auf [—g, ¢] eine stetige Funktion, und zwar . Damit
n=0
erhilt man auf dem offenen Intervall (—1, 1) die Reihendarstellung

=1l4+z+2°+23+...
1—x

Im folgenden betrachten wir Folgen von Funktionen, die bis auf endlich viele Punkte differenzierbar
sind. Ein Beispiel hierfiir sind stiickweise lineare Funktionen. Thre Ableitung sind Treppenfunktio-
nen, die in den endlich vielen Knickstellen der stiickweise linearen Funktion Spriinge aufweisen.
Diese Funktionen werden bei der Einfithrung des Integrals eine besonders wichtige Rolle spielen.

Lemma 7.6.
Ist f: [a,b] — R stetig und differenzierbar bis auf endlich viele Punkte 2; € D C [a,b] und gilt
fir alle z € [a,b] \ D : |f'(z)| < M fiir ein M > 0, dann ist

[f(b) = fla) < M- (b—a)

Satz 7.7. (Gleichmiflige Konvergenz differenzierbarer Funktionen)

Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. (D,,), n =1,2,..., sei eine Folge endlicher Teilmengen von
I'und D := |J D,. f, sei eine auf I stetige Funktion, die bis auf x € D, differenzierbar ist.
1<n<oo

Es gebe ein zy € I, so dass (f,(xg)) konvergiert. Ferner sei g, : I — R eine auf [ gleichméfig
konvergente Folge mit

gn(x) = fo(z) fir z ¢ D,
Dann konvergiert die Folge (f,,) gleichméfig gegen eine Grenzfunktion f(x) und es gilt

f'(x)=g(x) VYxel\D

wobei g(x) die Grenzfunktion der g,(x) ist.
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Beispiel.
Betrachten wir
oo 22+ JRCI—
—1)" =r——4+——4....
;j e A T

Fiir x = 0 konvergiert die Reihe gegen 0. Wird die Reihe gliedweise differenziert, so erhélt man
-2+t —ab+— ...

Diese ist als geometrische Reihe im Intervall [—¢, ¢], 0 < ¢ < 1, gleichmé&Big konvergent und besitzt
als Grenzfunktion g(x) = H% Gliedweise Differentiation entspricht dem Bilden von s),(x). Die
Folge der differenzierten Partialsummen ist also gleichméfBig konvergent gegen die Grenzfunktion
g(z). Nach Satz 7.7 ist somit die Ausgangsreihe gleichméflig konvergent gegen eine Grenzfunktion
f(z) und es gilt f'(x) = g(x). Andererseits ist (arctanz)’ = 5 = g(«). Daher kénnen sich f(z)
und Arcus-Tangens von x nur durch eine Konstante C' unterscheiden. Setzt man x = 0, so erhalt
man C' = 0. Damit erhilt man die

R
= Arcus-Tangens Reihe: arctans = x — 3 + 57 +—... fir|z[ <1
Beispiel.
Ein analoges Vorgehen liefert fiir die Reihe
x> a2

die fiir xyg = 0 konvergiert, die Logarithmus Reihe. Gliedweises Differenzieren fiithrt auf 1 — x +

? -+ =
2 .3 .4
Logarithmus Reihe: In(1 4+ x) =z — LRI R

2 3 4
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Potenzreihen

Definition 8.1.
Unendliche Reihen der Form

Z az”  (a, € R)
n=0

bzw. .
Z a,z" (a, € C)
n=0

nennt man reelle (komplexe) Potenzreihen.

In diesem Abschnitt sollen folgende Fragen behandelt werden:
1. In welchem Bereich konvergiert eine Potenzreihe?
2. Wann ist eine Potenzreihe gliedweise differenzierbar?
3. Welches Verhalten zeigt eine Potenzreihe am Rand des Konvergenzbereiches?

Ferner sollen einige spezielle Potenzreihen, wie etwa die Binomialreihe, besprochen werden.

Satz 8.1. (Formel von Hadamard)

[e.e]

Gegeben sei die reelle oder komplexe Potenzreihe > a,2" und es sei
n=0

(p =0 und p = oo sind zugelassen)

1
P lim sup m
Dann gilt:
1. Die Reihe divergiert fiir alle z mit |z| > p.
2. Die Reihe konvergiert absolut fiir alle z mit |z| < p.

3. Sie konvergiert gleichméflig auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe mit einem Radius r < p.

64



KAPITEL 8. POTENZREIHEN 65

Abbildung 8.1: Jacques Salomon Hadamard (1865 - 1963)

Definition 8.2.
p heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Satz 8.2.
Existiert lim

n—0o0

an an

an+41

< 00, 80 ist p = lim

n—oo

Am Rand des Konvergenzbereiches kann die Potenzreihe ein ganz unterschiedliches Verhalten
zeigen:
o0

e > " divergiert fir z = £1.
n=0

x™ divergiert fiir x = 1 und konvergiert fiir x = —1.

°
8
3=

n=0

N

° #x" konvergiert fiir x = £1

n=0

Satz 8.3.
Im Inneren des Konvergenzkreises stellen Potenzreihen stetige Funktionen f(x) dar, die differen-
zierbar sind:

f(z) = i na,z"
n=1

Satz 8.4.

Die Potenzreihe f(z) = > a,z™ ist in (—p, p) beliebig oft differenzierbar. Fiir ihre Koeffizienten
n=0

gilt

1
— —+)
Ap = TH.f (0)

d.h. die Reihe ist die Taylorreihe von f(z).
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- -1 —1)(a—2
Binomialreihe: (1 + 2)¢ = Z (a) 2" =14 ax+ M:cz + ala = Dia ):c3 +
—~\n 2! 3!
-1 (a— 1
allgemeiner Binomialkoeffizient: <a) = afa ) ' (a=n+1)
n n!

Satz 8.5. (Identititssatz fiir Potenzreihen)
Haben die beiden reellen oder komplexen Potenzreihen f(z) = > a,2™ und g(x) = > b,z" den
n=0 n=0

gleichen positiven Konvergenzradius p > 0 und gibt es eine Nullfolge (x;) mit 0 < |zx| < p, so
dass

flzg) = g(zg) mit k=1,2,...

gilt, dann stimmen die Koeffizienten beider Potenzreihen fiir alle n iiberein:
a, =b, firn=0,1,2,...

d.h. f(z) = g(z).

Korollar. (Prinzip der isolierten Nullstellen)
Ist f(z) # 0 eine Potenzreihe mit p # 0, dann kénnen sich die Nullstellen von f(z) in keinem
Punkt héufen.

Satz 8.6. (Abel’scher Grenzwertsatz)

Hat die Potenzreihe f(z) = > a,2" den Konvergenzradius 1 und ist ) a, konvergert, so gilt

o o0
lim g apx” = g an,
r—1—

n=0 n=0

d.h. die Funktion f(x) la8t sich aus dem Inneren stetig auf den Rand des Konvergenzgebietes
fortsetzen.

Beispiele.

log2=1—1+1—1+—... (alternierende harmonische Reihe)
T 1,11

Z—l—§+g—7+—...

Satz 8.7.

Die Potenzreihe f(z) = > a,a™ sei fiir |z| < p; konvergent, die Reihe g(z) = > b,y™ sei
m=0 n=0



KAPITEL 8. POTENZREIHEN 67

fiir |y| < p2 konvergent und es gelte |ag| < po. Dann ist die Funktion F(x) = g(f(x)) in einer
Umgebung von 0 definiert und wieder in eine Potenzreihe entwickelbar:

e}

F(x) = Z cpz® mit

k=0
[o¢]

L = E bnay, und
n=0

Apfe — E ap Ay .ot a,

11, ln>0
It Flo=k

Ist ag = 0, so sind die Koeffizienten durch endliche Summen anstelle unendlicher Reihen darstell-
bar.

Beispiel.
. 3 5
flx)=sine =0 -5+ 5% —+...

gy) =’ =1+y+ L +%+. ..
Daraus folgt

Fla)=g(f(z)) = =14a+2 — 2 345
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Das bestimmte und das unbestimmte
Integral

9.1 Regulire Funktionen

Im Folgenden ist I immer ein endliches Intervall in R. Es sei weiters zg, z1, ..., z, € [ mit
Tp < T <...<ZTp.

Definition 9.1.
f I — R heiBt integrable Treppenfunktion, wenn f auf jedem offenen Intervall (z;,z;y1),

i=0,1,...,n— 1, konstant ist und wenn f(z) = 0 fiir x < zg bzw. x > z,, gilt.
| —
l l ‘
l —
| | !
| : i
[ L ]
I_ Zo T T2 T3 J[
Anmerkung.

Sind f und g integrable Treppenfunktionen, dann sind af (a € R), f + g, fg, |f|, max{f, g},
min{ f, g} ebenfalls integrable Treppenfunktionen.

Definition 9.2.

f I — R heilt requldre Funktion, wenn es eine Folge integrabler Treppenfunktionen gibt, die
auf jeder kompakten Teilmenge K von I gleichméflig gegen f konvergiert. Die Menge aller auf
reguldren Funktionen bezeichnen wir mit %Z(I).
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Satz 9.1.

Ist f, g € Z(I), dann sind auch af (o € R), f+ g, fg, |f|, max{f, g}, min{f, g} regulére
Funktionen.

Insbesondere ist Z(I) ein linearer Raum, der durch die Supremumsnorm zu einem normierten
Vektorraum wird.

Satz 9.2.
Ist K kompakt, dann ist Z(K) ein Banachraum.

Satz 9.3.
Jede stetige Funktion ist regulér.

Anmerkung.
Also gilt fiir jede kompakte Menge K:

C(K) C R(K)

Satz 9.4.
Jede monotone Funktion ist regulér.

Achtung: Ist f, g€ Z(K) # foge Z(K)

9.2 Das bestimmte Integral

Definition 9.3.
Sei K =[a,b] CR,a=xy <21 <...<x, =0, f: K— R integrable Treppenfunktion. Dann ist
das Integral der Treppenfunktion f(x) definiert als

—

n—

b
/ f@)dr =" F(€) - (i — ;) mit & € (20, 200)

i

Il
o

Anmerkung.

b
Ist f(z) > 0, so ist / f(z)dz die Fliche, die von der x-Achse und dem Graphen von f einge-

schlossen wird.
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Definition 9.4.
Sei f: R — R. Dann ist

[ (@) == max{0, f(2)}
/(@) = max{0, — f(x))

Somit gilt
flz)=f"(z) - f(2)

Anmerkung.
Ist f eine integrable Treppenfunktion, so ist

/ab f(x)dx = /ab [T (x)dx — /ab [ (x)dx

Satz 9.5. (Eigenschaften bestimmter Integrale)
Seien K = [a,b] und f, g integrable Treppenfunktionen auf K. Dann gilt:

@) [ 1@+ g@iar= [ syt [ g
2) /ab of(2)dz = a /ab f(x)dz fiir alle o € R
® s =0 | ' Fa)dz 2 0

@ 1@ <o) = [ i< [ g

/ab f(z)dz

(5) S/ If(x)ldwﬁilellglf(fc)l'(b—a)z|!sz<~(6—@)
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Satz 9.6.
Ist f € %Z(|a,b]) und sind (s,) und (¢,) Folgen integrabler Treppenfunktionen, die gegen f kon-
b b
vergieren, dann existieren lim [ s,(z)dr und lim [ t¢,(z)dzx und es gilt
b b
lim [ s,(z)de = lim [ ¢,(x)dz

Definition 9.5. (Integral einer regulidren Funktion)
Sei f € %Z([a,b]), (t,) — f eine Folge konvergenter Treppenfunktionen. Dann ist das Integral von
f definiert als

b b
/ f(z)dz == lim [ t,(z)dx

n—0o0
a

Infolge des Satzes 9.6 ist das Integral von f eindeutig definiert. Fiir das Integral regulérer Funk-
tionen gelten wieder alle fiinf Eigenschaften aus Satz 9.5.
Zusétzlich gilt:

Satz 9.7.
Konvergiert die Folge (f,,) regulérer Funktionen gegen f, so gilt

n—0o0
a

b b
/ f(z)dz = lim folz)dz

b
Das Integral / f(z)dz ordnet jeder Funktion f € Z(K) eine reelle Zahl zu, kann daher als

Abbildung T : @ (K) — R aufgefasst werden. Offenbar gilt:

T(f+g) = T(f)+T(g)
T(af) = aT(f)

Also ist T' eine lineare Abbildung des Banachraumes #(K) in R. Man spricht dann von einem
linearen Funktional.

Satz 9.8. ,
Die Abbildung 7' : Z(K) — R, die einer Funktion f € Z(K) die reelle Zahl / f(x)dx zuordnet,

ist ein lineares Funktional.

Satz 9.9. (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fiir Integrale)
Sind f und g reguldre Funktionen auf [a, b], so gilt

(/ bf(x)g(x)dx)g <(/ b Poe)- ([ b (o))
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Zusatzdefinitionen:

o/aaf(x)dx:
oFura<bg11t/f /

Sind f,g € Z(K) und ist g(z) > 0, M := inf,cx f(x), M := sup,cf f(), so erhilt man aus

Mg(z) < f(z)g(z) < Mg(x)

infolge der Monotonie des Integrals
b
/ x)dxr < / f(x)g(x)dx < M/ g(z)dz. (9.1)

/ I d:c—Mo/abg( \da. 9.2)

Satz 9.10. (Erster Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Es sei f € Z(K). Dann gibt es ein My mit in}f(f(a:) < My < sup f(x), so dass gilt
ze reK

Daher gibt es ein My mit

b
/ f(z)dx = My(b—a)

Korollar.
Ist f stetig, dann gibt es ein £ € [a, b] mit

[ 1wae = si@0-a)
PRI\

§
Definition 9.6.
Ist a = 29 < 11 < 23 < ... < x, = b eine beliebige Unterteilung des Intervalls [a,b] und ist
& € |z, 1], =0,1,...,n — 1, so nennt man
n—1
f(&)(wipa — i)
i=0

eine Riemann’sche Summe.
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Satz 9.11.
Ist f € Z(I), I = [a,b], so gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so dass fiir alle Zerlegungen
a=1x9g<x1 <...<xp=>bmitx; —x; <0 und alle & € [x;, x;,1] gilt

n—1

b
[ #addn =3 €)@ — )| <2

1=0

9.3 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung;
Stammfunktionen

Lemma 9.12.
Ist f: 1 — R eine stetige Abbildung des kompakten Intervalls I = [a, b] und existiert f’(x) mit
f'(x) =0 fur alle x € I\ D, wobei D eine abzidhlbare Menge ist, dann ist f auf I konstant.

Definition 9.7.
Gegeben sei eine Funktion f : I — R. Eine stetige Funktion F': I — R heifit Stammfunktion von
f in I, wenn bis auf abzéhlbar viele Punkte gilt:

Satz 9.13.

1. Ist F(x) eine Stammfunktion von f, dann ist auch F'(x) + ¢ eine Stammfunktion mit ¢ € R
konstant.

2. Sind Fi(x) und Fy(z) Stammfunktionen von f(z), dann ist Fy(z) — Fy(x) konstant.

Satz 9.14.
Ist F(z) eine Stammfunktion von f(x) und G(x) eine Stammfunktion von g(z) auf I = [a,?],
dann gilt

1. F(x)+ G(x) ist eine Stammfunktion von f(z) + g(z)
2. aF(x) ist eine Stammfunktion von af(z) Va € R
3. (Fop)(z) ist eine Stammfunktion von (f o )¢’

4. F(z)G(x) ist eine Stammfunktion von f(x)G(z) + F(z)g(x)
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Funktion Ableitung Stammfunktion
e* er er
1
Inz, x>0 — z(lnz —1)
T
1 1
—,x#0 - In |z|
T T )
a®, a>0 a®lna —a”
Ina
COS ¥ —sinz sin x
sin x COS & —CcosxT
1
tan —— —In | cosz|
cos? x
cosh x sinh z sinh x
sinh « cosh z coshz

Satz 9.15. (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Ist I =a,b] und f € Z(I), dann besitzt f eine Stammfunktion F'(x) und es gilt

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

74

Aufgrund dieses Satzes ermoglichen Stammfunktionen eine einfache Auswertung von Integralen.

Definition 9.8.

Die Menge aller Stammfunktionen von f € Z(I) bezeichnet man als unbestimmtes Integral von

().

Satz 9.16.

Ist f: I — R stetig, dann ist die Stammfunktion F(z) von f(x) in jedem Punkt x € (a,b)

differenzierbar und es gilt

F'(z) = f(z)

Va € (a,b)
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Integrationsmethoden

10.1 Allgemeine Resultate

Satz 10.1. (Partielle Integration)
Ist K = [a,b] und sind F', G die Stammfunktionen von f(z) bzw. g(z), so gilt

/ F(x)g(z)dr = F(b)G(b) — F(a)G(a) —/ f(2)G(x)d

Satz 10.2. (Substitutionsregel)
Ist K = [a,b], f stetig in K und ¢ stetig differenzierbar in K, so gilt fiir 2 = ¢(t)

b B
[ s = [ petend mita=pfa) wd b= o(3)

Satz 10.3. (2.Mittelwertsatz der Integralrechnung)
K =[a,b], f € Z(K) und g sei stetig differenzierbar und monoton auf K. Dann gibt es ein 2* € K

mit

/ab f(x)g(x)dz = g(a) /a:v f(z)dz + g(b) /: f(2)dw

Satz 10.4. (Integration unendlicher Reihen)
Es sei K ein kompaktes Intervall und fiir die Funktionen f, € Z(K) fir n = 1,2,... gelte

> fo(x) ist gleichméBig konvergent auf K. Ferner sei F,,(z) die Stammfunktion von f,(x). Es
n=1

gebe Konstante ¢, und ein zy € K, so dass Y (F,(zo) + ¢,) konvergiert. Dann ist > (F,(z) +¢,)
n=1 n=1

auf K gleichméfig konvergent und Stammfunktion von ) f,(z).
n=1

75
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Satz 10.5. (Integration von Potenzreihen)

Jede reelle Potenzreihe f(z) = > a,z™ ist im Inneren ihres Konvergenzintervalls gliedweise inte-
n=0
grierbar. D.h. Vz € (—p, p) gilt

T oo a
t)dt = A
[ s =32

n=0
10.2 Integration rationaler Funktionen
In der Partialbruchdarstellung rationaler Funktionen treten folgende Terme auf:

A C Bx+C
(x — )" (22 + B+ )k (22 + Bz +y)*

1./ A de =Aln|z|+C

T—«

2. ﬁ mit k£ > 2 fithrt auf/ﬁd:c:—kill(x_la)k_l +C
3./%daz:%mctanx\—/gijCmitp:gundq:fy—%Q
4. % wird aufgespalten in DxQ ixg;i 5 ExZ T ﬁlx e

Der erste Term fiihrt auf D1n |z? + Bz + 7|, der zweite Term fiihrt auf Fall 3.
C

D. (2 Br+ ) fithrt durch quadratische Ergénzung auf const -

Ansatz:

1 :

/#d _/Lyzd _/ Y g
T D BT O A R TS

Der erste Term fiihrt auf ein Integral mit reduziertem Exponenten k£ — 1, der zweite Term
wird partiell integriert.

Bxr +C . . . B 2+ (3 1
6. mit k£ > 2 wird zerlegt in — - + D - .
@+ Batpf T Sy @ Bk T (@ Ba )

Der erste Term laf3t sich direkt integrieren, der 2. Term fiithrt auf Fall 5.

Satz 10.6.
Die Stammfunktion einer rationalen Funktion 148t sich durch rationale Funktionen, Logarithmen

und Arcustangens beschreiben.
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10.3 Regeln zur Integration algebraischer und transzen-
denter Funktionen

R(...) und R*(...) bezeichnen rationale Funktionen, P(z) ist ein Polynom.

1
Regel 1: Ist F(z) die Stammfunktion von f(z), so ist /f(aa: + b)dx = aF(ax +b)

Regel 2: / ];/((z)) de =In|f(z)|+C

Regel 3: /R (x, \/m> dx = /R <t2;b ) 2talt /R*(t)dt

Regel 4: / R(e")dz = / R(t)%dt: / R (t)dt

Regel 5: Zur Integration rationaler Ausdriicke von Winkelfunktionen sinz, cosx, tanz, cotx
verwendet man die Substitution

T
t = tan —.
2

Dabher ist

, 20 1—t* 2t 1-—1¢? 2 .
/R(smx,cosx,tanx,cotx)dx:/R<1+t2,1+t2,1_t2, 57 )-1+t2dt:/R (t)dt

Regel 6: 22 + bx + ¢ fithrt man durch quadratische Ergénzung auf einen der folgenden drei
Ausdriicke zuriick

o a2 — 1?2 Substitution: £ = asint

2 g2 Substitution: £ = a cosht

o V124 qa? Substitution: z = asinh ¢

[ ] Xz

Damit lassen sich alle Integrale der Form / R (3:, Va4 br + c) dx 16sen.

P(x)
Regel 7: FEin Integral —— < dx mit grad P(x) = n 1at sich durch folgenden Ansatz
& & / 24+ bxr +c & (z) &

mit unbestimmten Koeflizienten Ag, A1, ..., A, 10sen:

apx" + ...+ ag 1 9
dex = (Agx" "+ A1 2" “+.. +A,_)V22+bx +c+ A, /
Vaz+bxr+c (Ao )

P(z)(2? + bz + ¢)
Regel 8: P:E\/:E2+bx+cdx:/ dx,
& / (@) Va2 +bxr+c

/aaz—irb x)(ax +b)
dz
C$U+d \/aa:+b )(cx + d)

Somit lassen sich die beiden Integrale durch den Ansatz in Regel 7 16sen.

\/:E2+bx+c
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Nicht in geschlossener Form darstellbar sind

Fehlerintegral: / e dt

t -1
Integralsinus: Si(x / &d = (=1) gl
(2n +1)(2n+1)!
. : “cost —1
Integralcosinus: Ci(z) = C + logx + Tdt'
0

Dabei ist C' die Mascheroni’sche Konstante C' &~ 0,577 .. ..

Fresnel Integrale: C(x) = / cos(th)dt und S(z) = / sin(th)dt
0 0
Elliptische Integrale: /R(x, P(z))dz, wobei grad P(x) € {3,4} ist.

Hyperelliptische Integrale: /R(:c, P(z))dz, wobei grad P(x) > 5 ist.
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Fourierreihen

Funktionen der Form

P,(x) = % + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1

bezeichnet man als trigonometrische Polynome. Oft ist eine komplexe Schreibweise einfacher:

n
P.(z) = E cre’™  mit € = cosx + isinx
k=—n

Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten ag, aq, ..., an; by, ..., by und c_,, ..., ¢, ist

1 1
Cop = % s Cr. — é(ak — Zbk) s C_| = é(ak + Zbk)

beziehungsweise
ap =2cy, ar=cp+c_g, bp.=ri(ck—c_g).

Trigonometrische Reihen erhélt man durch den Grenziibergang n — oo:

[e.e] n

g cpe™ = lim g cpe®
n—oo

k=—00 k=—n

beziehungsweise

aQ . a . - .
=24 Z(ak cos kx + by sinkx) = ?0 + lim (Z ay cos kx + by, sin k;a:)

2 n—oo
k=1 k=1

Trigonometrische Polynome eignen sich wesentlich besser zur Approximation periodischer Funk-
tionen als Potenzreihen. Aber wihrend jede Potenzreihe zumindest fiir x = 0 konvergiert, kann es
sein, dass eine trigonometrische Reihe fiir kein x € R konvergiert.

79



KAPITEL 11. FOURIERREIHEN

O

gl

80

Wt

]

Abbildung 11.1: y = Dy(z) und y = Dy(x)

Beispiel.

Dy(x) =1+4+2cosz+2cos2x + ...+ 2cosnz. Es gilt:

2n +1 fir x = 0,27, 47, ...
= sin(n + 1)z
Du(z) 7( . x2) fir x # 2km
sin Z

Daher existiert lim D, (x) fiir kein z.

n—0o0

Aus Abbildung 11.1 erkennt man, dass die trigonometrischen Polynome

, Funktion®

2

sonst

f(x):{go 7=

streben.

Beispiel. (Periodische Sdgezahnfunktion)

> sin nx
st = >

n=1

(0 2 =021
T s(m—2) O<z<2m

i

_1

sng Do(x) gegen die

Die Funktion s(x) ist punktweise konvergent fiir alle x, gleichméfig konvergent im Intervall
[e,2m — €] und erfiillt fiir alle x die Mittelwert-Eigenschaft

1

2

(s(z=) + s(z+)).
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Abbildung 11.2: Der Sdgezahn y = s(x) und seine 10-te Partialsumme

e

Durch gliedweise Integration erhélt man

2 1 Ty T T T

o0
Z cosnr  cosT  COS2T (x —m)? x?

n=1

w2

6

N AAVEAVE

Abbildung 11.3: y(z) = ) “=3*
n=1
Setzt man x = 0, erhdlt man
=1 B 2
— n?2 6

Fir £ = 7 erhalt man

Nochmalige Integration liefert

oo . 1
Z SH;?x = Ex(w —7)(x — 27)

n=1
Die auf (0, 27) definierten Polynome

1 1 , 1
S(l‘)zé(ﬂ'—l‘), Z(x—ﬂ)—ﬁ, Ex(w—w)(w—Qﬂ),...

heiflen Bernoulli-Polynome.
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%)
1
D7 (s >l‘
Abbildung 11.4: y(z) = 3 snne
n=1

Definition 11.1.
Die Funktion f :[0,7] — C heifit stickweise stetig, wenn es endlich viele Punkte

O=to<ti <...<t, =T

gibt, so dass f(t) stetig im Intervall (¢;,¢;11),7=0,1,...,n— 1, ist.

Sei C(T') der Vektorraum der auf dem Intervall [0, T'] stiickweise stetigen Funktionen. Durch

171 = \/% | i

wird auf C(T") eine Norm definiert. Dies gilt auch fiir komplexwertige Funktionen f : [0,7] — C.

Ist f(t) = u(t) 4+ wv(t), so ist
/T f(t)dt := /Tu(t)dt +1 /Tv(t)dt

Fiir komplexwertige Funktionen f,g € C(T') definiert man

I E—
(ra) =7 | s
0
Die Funktionen f(¢) und ¢(¢) heiflen orthogonal, wenn

(f,g9)=0

gilt. Ein Funktionensystem {f.|r € R} heiBt Orthogonalsystem, wenn die Funktionen paarweise
zueinander orthogonal sind.

Satz 11.1.

a) Die Funktion ¢™* n € Z, bilden in C[0, 27] ein Orthogonalsystem.
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b) Die trigonometrischen Funktionen cosnz, n = 0, 1, ..., und sinnz, n = 1, 2, ..., bilden in
C[0, 27] ein Orthogonalsystem.

Insbesonders gilt:

/2”. . {ﬂ' falls m =n # 0
sin mx sin nxdr =
: 0 sonst

o 27 fallsm=n=20
/ cosmx cosnrdr = m fallsm=n+#0
0 0 sonst
2T
/ cosmxsinnxdxr = 0
0

Satz 11.2.

Ist > c,e™ auf [0,27] gleichmiiflig konvergent gegen f(z), dann ist f(z) stetig und fiir al-

le n éfz gilt
1 2 )
Cp = —/ f(t)e ™ dt
2m Jo
Ist f(t), t € [0, T], eine stiickweise stetige und T-periodische Funktion, so kann man mit

I " 2m
:?/o f(t)e "™ dt w:TmitkEZ

die Fourierreihe Sy von f bilden:

Sf = Z Ckeiikwt

keZ
Reell geschrieben lautet die Fourierreihe

50 g_ a, cos nwt + by, sin nwt)
2

mit anzf/ t)cosnwtdt, n=0,1,...
2
— tdt =1,2,...
T/ )sinnwtdt, n .2,

Anmerkungen.

e Die Fourier-Reihe muf} nicht konvergieren.
e Im Allgemeinen gilt S¢(t) # f(¢).

Wann stimmt nun S¢(t) mit f(¢) {iberein?
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Satz 11.3.
Es sei f : R — C eine 27-periodische, stiickweise stetige Funktion, die fiir alle ¢ € R die Mittel-
werteigenschaft

(f(t=) + f(i+))

N —

ft) =
erfiillt. Gilt fiir jede ganze Zahl k € Z
2m ]
/ f(t)e*dt =0,
0

dann ist f(¢) = 0 fur alle t € R.

Satz 11.4.
Jede 27m-periodische, stiickweise stetige Funktion f(t), die die Mittelwerteigenschaft besitzt, stimmt
mit ihrer Fourierreihe S¢(t) iiberein, sofern die Fourierreihe gleichméfig konvergiert.

Folgerung.
Haben zwei auf [0, 7] stiickweise stetige Funktionen f(t) und g¢(¢) dieselben Fourierkoeffizienten
und besitzen sie die Mittelwerteigenschaft, dann gilt

f(t)=g(t)
Satz 11.5.
Die Fourierreihe einer geraden Funktion ist eine reine Cosinusreihe
%o + i ay, cos kx
9 s k )

die Fourierreihe einer ungeraden Funktion ist eine reine Sinusreihe

Z by sin kx.
k=1

Beispiel.

S <
Rechteckschwingung: f(z) = { 1 firo<z<nm

-1 firmn<x<2r

Die zugehorige Fourierreihe lautet:

4 (sinx sin3x

Beispiel.

2 4 2 4 6
Gleichgerichteter Sinus: |sinz| = — — — <COS L, S8, COSHT )
T T

1-3 * 35 - 5.7 i
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1 * — ———
| | |
| | |
| | |
1 1 1
-7 T 2T T
| | |
1 1 1
| | |
| —

5 .
Abbildung 11.5: Die Rechteckschwingung, Sy1(z) = 2 sin(z) und Sys(z) = 2 3 sin(Zn—1)
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Uneigentliche Integrale

Bisher integrierten wir stets beschrinkte Funktionen auf kompakten Intervallen. Soll eine Funktion
auf dem Intervall [a, 00) integriert werden, fiihrt dies auf ein uneigentliches Integral 1. Art:

/ f(tydt = lim | f(oar

Abbildung 12.1: Uneigentliches Integral 1. Art

Die Integration einer nicht beschréankten Funktion auf einem (halb-)offenen Intervall fithrt auf ein

uneigentliches Integral 2. Art:
b b
/ f(t)dt = lim+/ f(t)dt

86
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s(,.-"

Abbildung 12.2: Uneigentliches Integral 2. Art

12.1 Uneigentliche Integrale 1. Art

Eine Funktion f : [a,00) — R heifit lokal integrierbar, wenn sie auf jedem kompakten Teilintervall

von [a, 00) integierbar ist. Existiert lim f(t)dt, so spricht man von einem konvergenten Integral
r—00
a

/ f(t)dt. Wenn der Grenzwert nicht existiert, nennt man das Integral divergent.

Beispiel.
|

/ t7dt ist konvergent fiir r > 1 und divergent fiir 0 < r < 1.
1

Bei Integralen der Form / f(t)dt missen die Grenziiberginge gegen —oo bzw. gegen oo un-

abhéngig voneinander durchgefiihrt werden:

r1—=00 [, za—00 [

/oo fWdt= tim [ i+ im [ f@dt

Lemma 12.1. N -
Gilt fiir alle z > a: / f(t)dt < M, so ist / f(t)dt konvergent.

a

Lemma 12.2. - -
Ist f(t) integrierbar und / | f(t)|dt konvergent, so ist auch / f(t)dt konvergent.



KAPITEL 12. UNEIGENTLICHE INTEGRALE 88

Satz 12.3. (Vergleichskriterium)
f,q : la,00) — R seien lokal integrierbar.

1. Gilt |f(¢)] < g(t) Vt € [a,00) und konvergiert / g(t)dt, dann konvergiert / f(t)dt und

es gil
" / Oof(t)dt’ </ T r < / " gty

2. Gilt 0 < g(t) < f(¢) fir alle t > a und divergiert / g(t)dt, dann divergiert auch/ f(t)de.

Satz 12.4. (Cauchy’sches Integralkriterium)
Ist f:[0,00) — R, lokal integrierbar und monoton fallend, so gilt fiir a,, :== f(n),n=1,2,3, ...

Zan konvergent < / f(t)dt konvergent
1

n=1

Beispiele.

1 <1
Z — konvergent, denn / —dt =1
n 12
1

n=1

1 > 1

E — divergent, denn / —dt = lim Inx divergent
n . n

n=1

Tr—00

Satz 12.5.
Ist f:[m,00) — R, lokal integrierbar und monoton fallend, dann besitzt die Folge (c,) mit

eni= Y f(k) - /n F(t)dt

einen Grenzwert ¢ mit 0 < ¢ < f(m).

Beispiel.

f(t) = 1 und m =1 fithrt auf

1 1 1 "1
3 lim <1 + 3 + 3 +...+—- / —dx) =:C'... ,Buler-Mascheroni“-sche Konstante
n—oo n 1 x

C =0,577215664 . ..
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12.2 Uneigentliche Integrale 2. Art

Ist f: (a,b] — R lokal integrierbar, so definiert man

/ab f(x)dx = xlgc%r /mbf(t)dt

Existiert der Grenzwert, so nennt man das Integral konvergent, andernfalls divergent.

Beispiele.

1 b
1 1
/ t—adt und / 0 t)adt sind konvergent fiir 0 < a < 1 und divergent fiir o > 1.
0 a -

Satz 12.6. (Vergleichskriterium)
Sind f, g : (a,b] — R integrierbar, so gilt

1. Ist Vt € (a,b]: 0 < |f(t)] < g(t) und H/b

a

b b b
[ o] < [l < [
b
2. Gilt 0 < g(t) < f(t) fir alle a < t < b und divergiert / g(t)dt, dann divergiert auch

/a b f(t)dt.

Beispiel.

b
g(t)dt, dann konvergiert / f(t)dt und es gilt

1
Int
Um zu zeigen, dass / %dt konvergiert, bestimmt man eine Majorante durch folgenden Trick:
0

Da Pr% t*Int = 0 fiir jedes a > 0 gilt, gibt es fiir jedes feste a eine Konstante C,, mit [t*Int| < C,,

Int

fiir 0 < ¢ < 1. Daher ist ;

< Ca% und man erhélt mit o := i eine konvergente Majorante.
o+3

12.3 Die Gammafunktion ['(z)

Definition 12.1.
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Die Gammafunktion ist fiir alle z > 0 wohldefiniert.

Satz 12.7.

Ferner gilt:

Daher gilt fiir das Gaufi’sche Fehlerintegral:
1 o
ﬁ /; . €_x2dl’ =1

Satz 12.8. (Wallis’sches Produkt, 1656)

Abbildung 12.3: John Wallis (1616 - 1703)

Satz 12.9. (Stirling’sche Formel, 1730)
['(n 4+ 1) = n! wéchst asymptotisch wie v2mn (ﬁ) . Es gilt
e

90
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Kurven

13.1 Parameterdarstellung von Kurven

Auf der Menge Z aller stetigen Abbildungen von kompakten Intervallen in den R™ fithrt man
folgende Aquivalenzrelation ein. Die Abbildungen f : [a,b] — R"™ und ¢ : [, ] — R™ sind
dquivalent, wenn es eine streng monoton wachsende, stetige Abbildung ¢ : [a,b] — [«, 5] gibt mit

f(t) =g(p(t)) Vtela,b].

Jede Aquivalenzklasse in .# heifit orientierte Kurve im R”. Jeder Reprisentant f € .# heifit
Parameterdarstellung der Kurve C. Wir werden als Parameterdarstellung meist

.Tl(t)
#(t) = x2:(t> fira <t <b

2a(t)

verwenden. Die Abbildung ¢ : [a,b] — [, 8] wird als Parametertransforamtion bezeichnet. Die
Kurve C beschrieben durch Z(t) heiit geschlossen, wenn Z(a) = Z(b) gilt. Eine orientierte Kurve,
die im umgekehrten Sinn von C durchlaufen wird, wird mit —C bezeichnet.

Definition 13.1.
Seien C; : Z(t) eine Kurve mit Anfangspunkt Z(a) und Endpunkt #(b) und Cs : ¢(t) eine zweite
Kurve mit Anfangspunkt #(b) = ¢(b) und Endpunkt ¢(c). Dann ist die Summe der Kurven definiert

als
Z(t) fira<t<b

Ci+Ca: Z(t) 2:{ gt fiwb<t<c

Beispiele.
(1) Ellipse: x; = acost
9 = bsint
(2) Schraubenlinie mit Ganghthe 27h : = =rcost
y=rsint 0<t<2m
z=ht

0<t<2m
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Eine Kurve heifit Jordankurve, wenn aufler Anfangs- und Endpunkt kein Punkt der Kurve mehr-
fach durchlaufen wird. Ein wichtiger Satz der Topologie ist der Jordan’sche Kurvensatz. Eine
offene Teilmenge G der Ebene R? heifit einfach zusammenhingendes Gebiet, wenn sich jede ge-
schlossene Kurve in G stetig auf einen Punkt zusammenziehen 1483t.

Abbildung 13.1: G ist einfach zusammenhéngend, G5 nicht.

Jordan’scher Kurvensatz:
Jede geschlossene Jordankurve in der Ebene zerteilt die Ebene in genau zwei Bereiche: in ein
einfach zusammenhéngendes Innengebiet und in ein nicht zusammenhédngendes Auflengebiet.

Der bisher betrachtete Kurvenbegriff ist noch zu allgemein. Eine solche Kurve kénnte keine Tan-
gente besitzen, keine endliche Bogenldnge haben, ja sogar alle Punkte eines Quadrats ausfiillen
(Peano-Kurven).

Definition 13.2.

Eine Kurve #(t), a <t < b, heifit glatt, wenn fiir alle a < ¢ < b die Ableitungen ;(t) existieren
und stetig sind und ||Z(t)]| # 0 gilt.

Eine Kurve heifit stiickweise glatt, wenn sie eine endliche Summe glatter Kurven ist.

Eine Parametertransformation ¢ : [a,b] — [a, 8] heiit zuldssig, wenn ¢ stetig differenzierbar und
O'(t) >0,a <t <b, ist.

Anmerkung.
Durch eine zuléssige Parametertransformation geht eine glatte Kurve in wieder eine glatte Kurve
iiber.

Eigenschaften, die invariant gegeniiber zuldssigen Parametertransformationen sind, nennt man
geometrische Eigenschaften der Kurve.
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Definition 13.3.
Der normierte Tangentenvektor im Punkt Z(ty) ist definiert als

1 -
EORS

’171:

Definition 13.4.
Die Bogenlinge der Kurve C zwischen a und b ist

b
L(C) = / EOI

Die Bogenlédnge ist eine geometrische Eigenschaft der Kurve. Die Bogenldnge einer Kurve, die in

Polarkoordinaten (r, ¢) gegeben ist, lautet

L(C) = / NG OEEOE

Beispiel.
0
Bogenlénge der logarithmischen Spirale ¢ =1Inr, —co < p < 0: L = / Ve + e2dp = V2

Als natiirlicher Parameter zur Beschreibung von Kurven bietet sich ihre Bogenldnge s = s(t) an

Es gilt:

d [t . .
s= 4 [ 1 =
L d g 2 A 2

§=—\/2{+ ...+ 42 - = —
dt 2]z 1]

L d¥ ds . 1 .
rT=——"——=X - €rT = — -2
ds dt 12|
1 - . 1 =
f:f//.52+3_§, S f”:—Qf_igf: _}2<£,’_ <.I:.Z'2> f)
SR A 1]
Der Vektor #’(s) hat die Lange 1, also ist
0, = 2(s)

Definition 13.5. L
x

Hauptnormalenvektor: vy := &
x

Binormalenvektor: v := U] X Uy
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Die Vektoren v, U5 und v3 haben die Liange 1 und sind paarweise zueinander orthogonal. Sie

bilden im Kurvenpunkt #(s) das begleitende Dreibein einer Raumkurve.

Definition 13.6.
Die Schmiegebene wird von ¢ und vs aufgespannt:

|f— 50,271,172| =0
Die Normalebene wird von v und v3 aufgespannt:
<f - fo, ’171> =0
Die Streckebene wird von v; und v3 aufgespannt:

<f - fo, ’172> — 0
13.2 Ebene Kurven, Kriimmungskreis

Eine ebene Kurve ist durch = = z(t), y = y(t) gegeben.

Definition 13.7.
Die Kriimmung k einer ebenen Kurve ist gegeben durch

_da

K= —
ds ’

wobei o der Winkel ist, den die Tangente mit der positiven z-Achse einschlieft.

Y C

Abbildung 13.2
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Falls k > 0 ist, liegt eine Linkskurve vor, bei k < 0 eine Rechtskurve.
Formeln zur Berechnung der Kriimmung sind:

Ty — Iy
(42 + §2)?
B y//
K= """

(1+y?)>
Beispiel.
Ein Kreis x = rcost, y = rsint, 0 < t < 27, hat die Kriimmung « = % Wird der Kreis in
umgekehrter Richtung durchlaufen, so ist k = —%.

Definition 13.8.
Der Krimmungskreis einer Kurve im Punkt (x(to), y(to)) ist jener Kreis, der in diesem Kurven-

punkt die gleiche Tangente und die gleiche Kriimmung wie die Kurve hat.
Mittelpunkt des Kriimmungskreises:

i,2+y2
€ (to) — y(to) #i — 7y
lx2+y'2
Ym = Y(to) + 2(to) "

Die Mittelpunkte der Kriimmungskreise liegen wieder auf einer Kurve, der Evolute von C. Die
Ausgangskurve heifit in diesem Zusammenhang die Fvolvente. Die Evolute hat eine Spitze, wo die

Evolvente einen Scheitel hat.

Abbildung 13.3: Evolute einer Ellipse und einer Parabel
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13.3 Kriimmung und Torsion von Raumkurven, Frenet’sche
Formeln

Im Gegensatz zu ebenen Kurven definiert man die Kriimmung von Raumkurven als
k= |2 = (|12

d.h. die Kriitmmung von Raumkurven ist immer nicht negativ! Die Kriimmung einer Kurve ist ein
MaSf fiir die Abweichung der Kurve von einer Geraden.

Man erhalt

1 5 Z 5 o
k=8l - 2 - (& )2
E

Fiir ebene Kurven erhilt man daraus den Absolutbetrag der frither definierten Kriimmung ebener
Kurven, ndmlich

& — &9
(42 + 972

Die Anderung des Binormalenvektors ¥ mit der Bogenlinge ist ein Maf dafiir, wie stark sich die
Kurve aus ihrer Schmiegebene herauswindet.

Definition 13.9.
Die Torsion ( Windung) ist definiert durch

7= ||t

Dabei wird das Vorzeichen ,,+* bei einer rechtsgewundenen Kurve (Rechtsschraube) gewéhlt, und
»- bei einer Linksschraube. o
(%, 2, 2)

12 - [[2]]* = (7, 7)*

Beispiel.

Die Torsion einer Schraubenlinie x = acost, y = asint, z =bt, 0 <t < 27
b
T2 42

Die Vektoren ), ©, und 3 bilden eine Orthonormalbasis des Raumes R?. Daher lassen sich die
Ableitungen o, v und ¢ als Linearkombination dieser Basisvektoren darstellen (Frenet’sche For-
meln):

171 0 K 0 ’171

v =1 -k 0 7 U

Ué 0 —7 0 ’173
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Differentialrechnung im R"

14.1 Topologische Grundbegriffe

Definition 14.1.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge O C X heifit offen, wenn es zu jedem z € O eine
offene Kugel K.(x) gibt mit K.(z) C O.

Nach Satz 1.1 ist insbesondere eine offene Kugel eine offene Menge.

Satz 14.1.
Eigenschaften offener Mengen:

(01) Die leere Menge und der ganze Raum sind offen.
(02) Die beliebige Vereinigung von offenen Mengen ist offen.

(03) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Achtung: Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen braucht nicht offen zu sein! So gilt

etwa
N (~a,a) = {0}

a>0

Eine Menge X und ein System, das (O1) bis (O3) erfiillt, heiit topologischer Raum. Insbesondere
ist jeder metrische Raum ein topologischer Raum.

Definition 14.2.
Ist (X, O) ein topologischer Raum, dann heifit A C X abgeschlossen, wenn das Komplement von
A eine offene Menge ist, also in O liegt.

97
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Satz 14.2.
Eigenschaften abgeschlossener Mengen:

(A1) Die leere Menge und der ganze Raum sind abgeschlossen.

(A2) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

(A3) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
Achtung: Die Vereinigung von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen mufl nicht abgeschlossen

sein. So ist in R die Vereinigung der abgeschlossenen Mengen [—a,a], 0 < o < 1, das offene
Intervall (—1,1).

Eigenschaften, die nur auf offenen (abgeschlossenen) Mengen beruhen, heiflen topologische Eigen-
schaften.

Satz 14.3.
Seien (X, d) und (X', d") metrische Rdume. Dann gilt

1. f: X — X' ist genau dann stetig, wenn das Urbild f~'(0’) jeder offenen Menge O’ in X’
wieder offen in X ist.

2. f: X — X'ist genau dann stetig, wenn das Urbild f~1(A’) jeder abgeschlossenen Menge A’
in X’ wieder abgeschlossen in X ist.

Dieser Satz zeigt, dass Stetigkeit eine topologische Eigenschaft ist.

14.2 Partielle Ableitungen

Im Folgenden sei stets X = R™. D C R” sei der Definitionsbereich einer Funktion f : D — R
und a = (ay,...,a,) € D. Die Funktion zy ~~ f(ai,...,ax_1, Tk, Gks1,-..,a,) wird als partielle
Funktion von f im Punkt a bezeichnet.

Achtung: Aus der Stetigkeit der partiellen Funktionen in a folgt nicht die Stetigkeit von f in a.

Beispiel.
Gegeben sei die Funktion

L1%2 fU_I' (1’1,372) 7£ (0,0)

f(ﬂﬁ, 1’2) _ $%+l‘%
0 fir (x1,x9) = (0,0)

Die Funktionen f(z1,0) und f(0,x2) sind identisch 0, also stetig, aber f ist nicht stetig im Ur-
sprung, denn fiir die Folge (¢,t) — (0,0) gilt f(¢,t) = 3 # £(0,0).
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Eine Abbildung f : D — R™ heifit Vektorfeld. Diese Abbildung 148t sich schreiben als

fi(@)
f(@) = :
fm(Z)
mit den Koordinatenfunktionen f;(7),i=1,2,...,m.

Anmerkung.
Ein Vektorfeld f ist genau dann stetig, wenn jede seiner Koordinatenfunktionen stetig ist.

Beispiele fiir Vektorfelder sind: Kraftfeld, Gravitationsfeld, elektromagnetisches Feld, Stromungsfeld.

Definition 14.3.

Sei D C R", D offen, a € D. Existiert die Ableitung der partiellen Funktion

flay,...,ax_1, Tk, Qy1,- - ., a,) an der Stelle z; = ag, so nennt man sie partielle Ableitung von f
nach z;, an der Stelle a:

0
3—:i<6) oder f,, (@)
Es gilt
of(a
o = Iy 1)~ 1@

wobei €, der k-te Einheitsvektor ist.

Beispiel.
Schalldruck einer Schallwelle: P(z,y, z,t) = A(sin ax + sin By + sin vz — wt)

_op

P, ( 5 ) ... Schallénderung in z-Richtung
x
oP - , -
P (= E> ... zeitliche Schalléinderung an einem festen Ort

Die partiellen Ableitungen einer Funktion f : D (C R") — R fasst man zum Gradientenvektor

grad f(z) = Vf(z) = (fo, (%), ..., fo, (7))

zusammen. Der Operator ,V* wird als Nabla-Operator bezeichnet.

Ordnet man jedem # € D die partielle Ableitung f.,(Z) zu, so erhdlt man eine Abbildung

fe; : D — R ... partielle Ableitung von f nach z;“
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Insbesondere erhalt man dann fiir den Gradienten ein Vektorfeld

gradf: D — R"
T~ (fo (D), .00, fo (2))

das Gradientenfeld von f genannt wird.

Aus der Existenz der partiellen Ableitungen von f in einem Punkt & folgt nicht die Stetigkeit von
f in Z (vgl. das erste Beispiel in Abschnitt 14.2).

Definition 14.4.
Sind die partiellen Ableitungen f,, : D — R, ¢ =1, 2, ..., n, in & stetig, so nennt man f stetig
differenzierbar in .

Wir zeigen spéter: Ist f stetig differenzierbar in &, so ist f in & stetig.

Besitzt die Funktion f; : D — R im Punkt  die partielle Ableitung nach z;, so nennt man

0 o?
a—%(fm(f)) = o ng (%) = fura,(F) it fora,: D — R

die zweite partielle Ableitung von f nach z; und x;. Die zweiten partiellen Ableitungen einer
Funktion f: D C R" — R im Punkt #, werden in der Hesse-Matriz H (%) zusammengefasst:

*f f
Ba:% Tt 0x10Ty
H(Zo) = :
2f 22f
Oxndx1 ox2
Die Funktion
Joiz; 0 D — R

heiflt zweite partielle Ableitung von f nach x; und z;. Ist diese Funktion partiell differenzierbar,
so erhidlt man analog zu oben die dritten partiellen Ableitungen. Hohere partielle Ableitungen
werden in gleicher Weise rekursiv definiert.

Definition 14.5.

C%... Klasse der stetigen Funktionen auf D

C* ... Klasse der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen auf D, also der Funktionen f,
deren k-ten partiellen Ableitungen alle existieren und auf ganz D stetig sind.

Achtung: Bei der Bildung hoherer partieller Ableitungen kommt es im Allgemeinen auf die Ab-
leitungsreihenfolge an!
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Beispiel.
Die Funktion

2

2
)yt i (z,y)
f(@.y) { 0 fiir (z,y)

I
—
=

o]
~—

besitzt im Punkt (0,0) die partiellen Ableitungen
f2(0,0) =0, £,(0,0) =0

fay(0,0) = =1, £,.(0,0) = +1
Also ist fuy # fya-

Satz 14.4. (Satz von Schwarz)
Es sei D C R"” offen, 25 € D. Hat f: D — R stetige zweite partielle Ableitungen in x, so gilt

Jeia; (20) = foje,(20) fiiralle 1 <4,5 <n

Anmerkung.
Sind die Voraussetzungen des Satzes von Schwarz erfiillt, dann ist die Hesse-Matrix H (%)) sym-
metrisch.

14.3 Totale Differenzierbarkeit

Definition 14.6.
Es sei D C R" offen und @y € D. f: D — R heifit in Zy total differenzierbar (= linear approzi-
mierbar), wenn es einen Vektor @ € R™ gibt, so dass gilt

f(Z) = f(Zo) + (@, T — To) + o([|7 — Tol])

Mit anderen Worten: Es gibt eine lineare Funktion (d,.), die f(#) im Punkt ¥, so approximiert,
dass der Fehler mit ||Z — Zy|| gegen 0 geht.

Satz 14.5.
Ist f: D — R in %, total differenzierbar, dann gilt

1. f ist stetig in &y

2. Fiir alle ¥ € R™, v # 0 ist
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3. [ ist partiell differenzierbar in Zy und
@ = grad f (&)
4. Die Taylorformel 1.0rdnung lautet
f(Z&) = f(Zo) + (grad f(Zo), T — Zo) + || — Zo|| - ()

wobei r(z) eine in #j stetige Abbildung mit (%) = 0 ist.

Geometrische Interpretation im R3:
Sei f: D C R? — R. Durch z = f(z,y), (z,y) € D, wird eine Fliche im Raum definiert. Die

Tangentialebene im Punkt (xg, o, 20 = f(%o,y0)) an die Fldche hat die Gleichung

z = f(xo,y0) + fe(T0,y0) - (x — 20) + fy(xo,yo) (Y — o)

Dies zeigt, dass der Gradient V f(zo,yo) die Normale der Tangentialebene beschreibt.

Tangentialebene

&
< -

—grad f(xo, yo) (70, 0)

Abbildung 14.1: Tangentialebene

Satz 14.6. (stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar)
D C R” offen und f sei stetig partiell differenzierbar in D. Dann ist f in jedem z € D total
differenzierbar, wobei die zugehorige lineare Abbildung df (.) durch

(grad f(1o), )

beschrieben wird.

Achtung: Die Umkehrung des Satzes 14.6 gilt nicht!
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Beispiel.
Die Funktion , , )
r° + y°)sin ——  fiir (x, 0,0
flz,y) = ( y°) Vo (z,y) # (0,0)
0 fiir (2,y) = (0,0)
ist im Ursprung (0, 0) total differenzierbar, aber die partiellen Funktionen f(x,0) und f(0,y) sind
in (0, 0) nicht stetig. Also existieren keine partiellen Ableitungen in (0, 0).

Die lineare Funktion, die der totalen Ableitung von f in Z; entspricht, wird mit df,, bezeichnet.
Ist f selbst eine lineare Funktion f(Z) = (@, Z), so ist df, = (d,.) fiir alle Z. Insbesondere schreibt
man fiir @ = €; (Einheitsvektor): df = dz;

Damit erhilt man

dfm()(h') = <g1"adf(fo)a h’> =

_of of .
= 8x1 (.I‘()) hl + ...+ a{[n (.To) hn =
_of of
= o dri(h) + ...+ or. dz,(h)
also:
_of of
df_@xl dx1+...+axn dx,

Definition 14.7.
Es seien D C R” offen, ¥y € D, f : D — R und eine Richtung ¥ mit ||¢]| = 1 gegeben. Existiert
der Grenzwert

S N P , -
0uf (Zo) = lim = [ (Zo + t0) — f(Zo)]
so heilt er die Richtungsableitung von f in ¥y in Richtung v.
Die Richtungsableitung von f ist die Ableitung der auf die Gerade 7y + tv, t € R eingeschrankten
Funktion f.

Satz 14.7.
L. avf(fO) = <gradf(fO)v 17>
2. Der Gradient von f in &y gibt die Richtung des stérksten Anstiegs von f im Punkt #, an.

Anwendung: Gradientenverfahren.

Ist Z(t) eine Kurve auf der durch f(Z) = ¢ gegebenen Fliche, dann erhélt man durch Differentiation
von f(Z(t)) = ¢ nach t: ‘
(grad f(Z(to)), £(to)) = 0,
d.h. der Gradient steht senkrecht auf die Tangentialebene an die Flache im Punkt #y. Die Gleichung
(grad f(Zo), & — Zo) =0

ist die Normalengleichung der Tangentialebene im Punkt .
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Beispiel.
Die Tangentialebene im Punkt (zg, 4o, 20) an das Paraboloid z? + y* — 2z = 0 lautet:

220(2 — w0) + 2y0(y — v0) — (2 — 20) = 0

also
200 + 2yoy — z = Qx% + 2y§ — 2.

Das folgende Diagramm fasst die Differenzierbarkeitsbeziechungen zusammen (kein Pfeil ist um-
kehrbar!):

stetig partiell

total differenzierbar

differenzierbar / ‘/
\ stetig Aiﬂerenzierbar

alle Richtungsableitungen
existieren

Differentiation von Funktionen f :R" — R™

fi
Es sei D C R” eine offene Menge, 7y € D und f = : : D — R™. Die Funktion f heifit im

fm
Punkt Zy (stetig) partiell differenzierbar, wenn alle ihre Koordinatenfunktionen f;, i = 1,2, ..., m,
(stetig) partiell differenzierbar sind. Somit wird die partielle Ableitung von f im Punkt #y durch
die (m x n)-Matrix
grad f1(%)

grad fm (Zo)

beschrieben. Die Matrix J¢(Zy) heifit Jacobi- oder Funktionalmatriz von f im Punkt 2.

Beispiel.
Sei f:R¥\{0} — R? gegeben durch f(Z) = H%H Die Jacobimatrix von f lautet
:1:% + SL’% —T1Ty —T1X3
Ji(@) = —xze i+ 23 —xows

2 2
—Xr1T3 —Tax3 T]+ X5
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Definition 14.8.
Es sei D eine offene menge im R™ und 7, € D. Die Funktion f : D — R™ heifit in ¥, total
differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung u : R” — R™ gibt, fiir die gilt:

L (f@+ ) = (&) — () = 0

lim ——
Ikll=o || 7]
Die lineare Abbildung v heiflt das totale Differential von f im Punkt 7.

Wie im Fall f : R® — R gilt, dass die lineare Abbildung u : R® — R™ durch die Jacobimatrix
J¢(Zo) beschrieben werden kann.

Satz 14.8. (Kettenregel)

Essei D CR" und G CR™ offen, ¥ € D, 4o € G, f: D - R™ ¢g: G — RP und f(D) C G. Ist f
in Zy und g in go = f(&y) total differenzierbar, dann ist auch go f : D — RP total differenzierbar
und es gilt

Jyor (To) = Jy(%o) - T (o)

14.4 Taylorformel fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher
Setzt man F(t) := f(zo + th,yo + tk), so erhilt man unter Anwendung der Kettenregel

Satz 14.9. (Taylorformel fiir Funktionen in 2 Variablen)
D C R? sei offen und enthalte die Strecke (zg + th,yo + tk), 0 <t < 1. Ist f (n + 1)-mal stetig
partiell differenzierbar, so gilt

f(xo+h,yo + k) =f(w0,90) + hfa(wo, y0) + kfy (o, yo)+

1
+ é[hzfm(l’o,yo) + 2hk foy (20, Yo) + szyy<x07y0)] +...+

1
+ E[hnfxar(lba yO) + nhn_lkfx...ary(x07 ?/0) + ...+ knfy...y(lba yO)] + Rn+1

Beispiel.
Taylorentwicklung 2.0Ordnung von f(z,y) = In(x — y) um den Punkt (0, —1):

ln(;z:—y)::L’—(y+1)+%[—:c2+2x(y+1)—(y+1)2]+R3

Analog zeigt man fiir Funktionen f : R™ — R mittels der Kettenregel
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Satz 14.10. (Taylorformel 1.0rdnung)
Es sei D C R" offen, ¥y € D, Ty +th € D fir alle 0 <t <1 und f: D — R sei zweimal stetig
partiell differenzierbar. Dann gibt es ein 6 mit 0 < d < 1, so dass

f(@o + h) = f(&) + (grad f(Lo), h) + Re
' 1 n n B .

i=1 j=1

—

1- -
= il H (%o + Sh)h

Satz 14.11. (Taylorformel 2.0rdnung)
Es sei D C R"™ offen, ¥y € D, ¥y +th € D fiir alle 0 <t <1 und f: D — R sei dreimal stetig
partiell differenzierbar. Dann gibt es ein 6 mit 0 < d < 1, so dass

P+ B) = f(F0) + (grad f(G0).F) + LB H ) + By

mit Ry = % S SN " Foiwyan (@o + Gh)hihyhy,

Ti=1 j=1 k=1

Beispiel.
Fiir f(7) = sin(2? + 23 + ... + 22) und 7y = 0 erhilt man
| 2 0
sin([[#]]*) = & T+ Ry = ||7)|” + Ry
0 2

14.5 Lokale Extrema

Satz 14.12. (Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum)
Seien D C R™ offen, ¥y € D und f : D — R partiell differenzierbar. Falls f in Z; ein lokales

Extremum besitzt, so gilt
grad f () = 0

Punkte ¥ € D mit grad f(Z) = 0 heilen kritische Punkte.

In der linearen Algebra wurde definiert:

Eine symmetrische (n x n)-Matrix A heifit positiv (negativ) definit, wenn fir alle ¥ # 0 gilt
T'AZ > 0 (bzw. Z'AZ < 0). Die Matrix A heifit indefinit, wenn es ein Z mit ¥ AZ > 0 und ein y
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mit §* Ay < 0 gibt.

Ferner wurde in der linearen Algebra gezeigt (Satz 8.4):

Satz.
Gegeben sei eine symmetrische (n x n)-Matrix A = (a;;). Fiir jedes k, 1 < k < n, definieren wir
die (k x k)-Matrix Ay durch

Dann gilt:
1. Ist det A > 0 fiir alle k, dann ist A positiv definit.

2. Ist (—=1)Fdet Aj, > 0 fiir alle k, dann ist A negativ definit.

Nun gilt:

Satz 14.13. (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema)
Es sei D C R" offen, 7y € D und f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar. 7 sei ein
kritischer Punkt von f. Dann gilt:

1. Ist die Hessematrix H(Zy) positiv definit, dann hat f in 7, ein strenges lokales Minimum.
2. Ist Hy(%y) negativ definit, dann hat f in Z ein strenges lokales Maximum.

3. Ist Hy(%y) indefinit, dann hat f in Z, einen Sattelpunkt.

Ein Punkt Z; wird als Sattelpunkt bezeichnet, wenn es eine Richtung h gibt, so dass f(Zp + tﬁ),
t € R, in &y ein Minimum hat, und eine Richtung k, so dass f(Zy +tk), t € R, in Zy ein Maximum
hat.

Beispiel.
flx,y) = 22 — y* — (2% + y?)? hat 3 kritische Punkte, nimlich P, = (0,0), P, = (?,0) und
Py = (—‘/75, 0). Die Hessematrix lautet

2 — 1222 — 492 —8xy
Hyle,y) = ( —8ay —2 — 4a? — 12y

Fir P, erhélt man H(0,0) = (% ,02), also eine indefinite Matrix. Somit ist P, ein Sattelpunkt.

Fiir P, und Pj erhélt man
V2 —4 0

also eine negativ definite Matrix. Somit nimmt f in P, und Pj jeweils ein lokales Maximum an.
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Achtung: Im Fall, dass det H (%) = 0 ist, 148t sich keine Aussage treffen: Alles bleibt moglich!!

Um globale Extrema von f zu bestimmen, ist auch das Verhalten von f am Rand des Defini-
tionsbereiches zu untersuchen!

14.6 Der Satz von der Umkehrfunktion, implizite Funk-
tionen

Fiir Funktionen f : R — R gilt: Ist f(z) stetig differenzierbar und gilt f’(x¢) # 0, dann gibt
es eine Umgebung U(xy) von xg, in der f’(z) monoton und daher invertierbar ist. Das analoge
Resultat fiir Funktionen f : R™ — R" wird durch den Satz von der Umkehrfunktion geliefert.

Satz 14.14. (Satz von der Umkehrfunktion)

Es sei D C R” offen, f : D — R™ stetig partiell differenzierbar und die Jacobimatrix J;(Zy) in
einem &y € D regulir. Dann gibt es eine Umgebung von #, in der f eine Umkehrabbildung f—!
besitzt. f~! ist in einer Umgebung von f(%) stetig partiell differenzierbar.

Zum Beweis des Satzes von der Umkehrfunktion greift man auf Hilfsmittel aus der linearen Algebra
zuriick. Es sei daran erinnert, dass eine Matrixnorm ||A|| vertrdglich mit der Vektornorm heifit,
wenn fiir alle x gilt

[Az] < [[A]l - fl]]

Insbesondere ist die Frobenius-Norm

Il :=

vertréglich mit der Euklidischen Norm von Vektoren. Ferner verwenden wir Lemma 2.2.2 aus der
linearen Algebra, das besagt:

Gilt fir die (n x n)-Matriz B, dass ||B|| <1 ist, dann ist (I — B) invertierbar.

Als weiteres technisches Hilfsmittel im Beweis verwenden wir folgendes Lemma:

Lemma 14.15.
Ist D C R" offen und konvex, Z und ¥+h € D, ¥y € D, f : D — R" stetig partiell differenzierbar,
dann gilt:

1
1. f(Z4h)— f(&) = / Jp(Z + th)hdt (komponentenweise)
0
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2. | f(@+h) = f(@)| < |IAll - sup [|Tp(Z + th))]
0<t<1
3. | f(@+h) = f(Z) = Ty ()] < ||R] - sup |57+ th) — J5(o) |

<t<

Definition 14.9.
Die Determinante der Jacobimatrix heifit Funktionaldeterminante von f im Punkt "

of of1
T

det J¢(Z) := ‘M T
Oy, ..., xp) of  Ofu

Anmerkung.
Die Regularitétsvoraussetzung des Satzes iiber die Umkehrfunktion ist insbesondere erfiillt, wenn
die Funktionaldeterminante im Punkte &y ungleich Null ist.

Beispiel. (Polarkoordinaten)
Wann ist
x(r,p) =rcosp
y(r, ) = rsing
eindeutig nach r und ¢ auflosbar?
Da det J¢(r, ¢) = r, muss in diesem fall r # 0 gelten. Dies ist dquivalent zu (z,y) # (0, 0).

Anwendung auf Losbarkeit eines nichtlinearen Gleichungssystems:

Satz 14.16.
Sind f; : D — R (i = 1,...,n) gegebene stetig partiell differenzierbare Funktionen und besitzt
das nichtlineare Gleichungssystem

fl(xl, To, ... ,.Tn) = b1
fQ(xla T, ... 7xn) - b2
fn(l‘lax% ) xn) = bn
eine Losung (aq, as, ..., a,) mit J¢(a@) # 0, dann besitzt dieses Gleichungssystem fiir jedes , hin-

reichend nahe“ bei b gelegene i genau eine Losung 7 ,in der Ndhe“ von @ und die Losung héngt
stetig partiell differenzierbar von ¢ ab.

Implizite Funktionen

Ist (z,y) implizit durch 2% + y* = r? gegeben, so kann man y durch

y(z) = Vr? — 22 oder y(z) = =12 — 22
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ausdriicken. Sofern ein Punkt (x,y) mit y # 0 vorliegt, ist in einer Umgebung dieses Punktes die
Funktion y(x) eindeutig gegeben.
Im Falle eines linearen Gleichungssystems mit einer (n x m)-Matrix A und einer (n x n)-Matrix
B:

Ar+ By =10

gilt
y=DB"'b— B 'Ax.

Wir fragen nun, wann lassen sich n nichtlineare Gleichungen in n + m Variablen auflésen?

Satz iiber implizite Funktionen.
D CR™ x R" offen, # € R™, j € R, (Z,y) € D, f: D — R" stetig partiell differenzierbar. Es

—, - -

gébe ein (@,b) € D mit f(@,b) = 0. Ist in diesem Punkt (@, b)

‘8<f177fn>

0,
a<y17"'7yn) #

dann gibt es eine Umgebung U von @ im R™ und eine Umgebung V' von b im R", so dass die
Gleichung

f(@9) =0
fiir jedes © € U eine Losung ¢ = ¢(7) in V besitzt. Die Funktion g : U — V ist stetig partiell
differenzierbar. Im Falle m = n =1 gilt

_fx

g'(z) = 7

Beispiel.
Fiir den Einheitskreis f(z,y) = 2> + y* — 1 gilt

D.h. die Gleichung f(x,y) = 0 besitzt eine lokale, eindeutige Auflosung nach y in allen Punkten

(2, y) mit y # 0:
| V1—2? falls y > 0
y= —v1—22 fallsy <0

In U(1,0) gibt es keine eindeutige Auflosung.
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14.7 Extrema mit Nebenbedingungen

Um globale Extrema von f(Z) zu bestimmen, muf} die Funktion f(x) auch am Rand untersucht
werden. Oft kann der Rand des Definitionsbereichs durch eine oder mehrere Gleichungen der Form
g(Z) = 0 beschrieben werden. Dies fithrt auf die Extremwertaufgabe

maximiere (minimiere) f(Z) unter g(Z) =0 (14.1)

Zur Losung von Aufgabenstellung (14.1) gibt es drei Moglichkeiten:
e Man l6st ¢(Z) nach einer Variablen auf und substituiert sie in f(Z)
e Man parametrisiert ¢(Z) und setzt Z(¢) in die Zielfunktion f(Z(t)) ein

e Man verwendet die Lagrange’sche Multiplikatorenregel

Satz 14.17. (Lagrange’scher Multiplikator)

Die Funktionen f(Z) und g¢(Z) seien stetig partiell differenzierbar. Der Punkt @ sei eine Losung
der Extremwertaufgabe
max (min) f(Z) unter g(z) =0

mit grad g(@) # 0. Dann existiert eine Zahl Ay € R mit
grad f(a@) + Ao grad g(@) = 0.

Ao heiit Lagrange’scher Parameter.

Vorgangsweise zur Losung einer Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung;:
1. Lagrangefunktione L(Z, \) aufstellen.

2. Partielle Ableitungen der Lagrangefunktion gleich 0 setzen und (nichtlineares) Gleichungs-
system losen.

Beispiel.

Gesucht ist das grofite Volumen eines achsenparallelen Quaders, der dem Ellipsoid
22 P 22
— + E + — =1

eingeschrieben werden kann.
Die Lagrangefunktion lautet:

2 2 2

Y z
L(z,y,2,7) —Sxyz+)\( +b_2+__1)
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Aus L, =L, = L, = Ly =0 folgt

2 2 2

2_y2_22_1
a2 b 2 3
also
a b 4 - c
r=——, y=— un =,
R V3
Satz 14.18.

Sind f : D - R, g : D — R™ in einer Umgebung U(Z,) des Punktes ¥y € D stetig partiell
differenzierbar und ist ¥y eine Optimallésung von

max (min) f(Z) unter g(z) =0
mit
rang Jy (7o) = m,

dann gibt es m reelle Zahlen Ay, Ao, ..., \,, mit

grad f (%) + > _ A grad g;(Zo) = 0

J=1

Achtung: Die Bedingung
rang J, (7o) = m

ist wesentlich, sonst 148t sich das Gleichungssystem aus den partiellen ersten Ableitungen gleich
0 gesetzt nicht l6sen.

14.8 Vektorfelder: Divergenz und Rotation

Sei ¢: R? — R? ein Vektorfeld mit stetig partiell differenzierbaren Koordinatenfunktionen.

Definition 14.10.
Die Divergenz von v lautet:

0 0 0
% 4 %; % ,,Quelldichte von o

divy =
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Die Rotation (der Rotor) von ¥ lautet:

ug _ Ovp
oy 0z
rot v := % — % ,, Wirbeldichte von v
0z ox
vz _ Oy
or Oy

Formal gilt mit V = (a%, a%, Q):

rotv =V x v (duBeres Produkt)

Beispiel.
Zentrales Kraftfeld K (Gravitationsfeld, Coulombfeld):

div[?:0, rot K =0

Rechenregeln:

o div(rotv) =0 (Das Feld der Rotation ist quellenfrei.)

922

e div(grad f) = Af = % + giy{ + & ,Laplace-Operator*
o div(fv) = (grad f,v) + f - divd

e rot(rot v) = grad(divv) — AU (komponentenweise fiir vy, ve, vs!)

Beispiel. (Maxwell’sche Gleichungen)

E(Z,t) ... elektrische Feldstiirke in & zum Zeitpunkt ¢
H(Z,t) ... magnetische Feldstérke in Z zum Zeitpunkt ¢
Lo - . . Permeabilitdtskonstante

€9 . .. Dielektrizitédtskonstante

Co - - - Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Aus den Mazwell’schen Gleichungen (im Vakuum)

oH .
MOW = —10t K
O .
EOE = rot H

divE = 0
divH =0
folgen die Gleichungen fiir elektromagnetische Wellen:
PE . -
W = C AE
)
H _,
0 =cy AH

ot?



Kapitel 15

Kurvenintegrale, exakte
Differentialformen

15.1 Das Riemann-Stieltjes Integral

Ist Z :a =1t <t < ...<t, = b eine Zerlegung des Intervalls [a,b] und 7; € [t;_1,1;]
(1=1, 2, ..., n), dann streben die Riemann’schen Summen

= Zf(ﬂ)(ti —ti-1)

einer auf [a, b] integrablen Funktion f bei einer stetigen Verfeinerung der Zerlegung gegen

/a o)t

Stieltjes ersetzt nun die Funktion ¢(t) := t in den Riemann’schen Summen durch eine beliebige
(meist monotone) Funktion und definiert die Riemann-Stieltjes Summen

S(f, Z,dg) : Zsz ti) — g(ti—1)).

f heiit Integrand, die Funktion g heifit Integrator. Existiert bei einer stetigen Verfeinerung der
Zerlegung Z der Grenzwert

b
lim RS(f,2,dg) = [ fdg.
so nennt man den Grenzwert Riemann-Stieltjes Integral.
Beispiel.

Ist H(t) die Heaviside Funktion
0 t<0

H(t)‘:{1 t>0

und f eine in 0 rechtsseitig stetige Funktion, dann ist fiir 0 € [a, b]:

/abde:f<0>

114
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Abbildung 15.1: Thomas Stieltjes (niederléndischer Mathematiker, 1856-1894)

Das Riemann-Stieltjes Integral ist linear:

b b b
/()\1f1+)\2f2)d9:)\1/ f1d9+)\2/ fadyg
ab ab ab
/ fd(Aig1 + Aago) :)\1/ fd91+)\2/ fdgs

Satz 15.1. (Partielle Integration)
b b
Mit / f dg existiert auch / gdf und es gilt

/ fdg+ / gdf = F(B)g(b) — f(a)gla)

Satz 15.2. ,
Ist f integrabel und g stetig differenzierbar in (a,b), dann existiert / f dg und es gilt

/abfdgz/abfg’dt

15.2 Kurvenintegrale

Es sei [ = [a,b] und ¥ : I — R™ die Parameterdarstellung einer stiickweise glatten Kurve mit
der Bogenlinge s(t). C := {Z(t) | a <t < b} sei die Menge der Kurvenpunkte. Auf C sei eine
reellwertige Funktion f definiert.
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Definition 15.1.
Das Kurvenintegral von f ist definiert als

/cf(f)ds = /abf(f(t))dst
[ s@as= [ i

e Masse bzw. Schwerpunkt von gekriimmten Stédben

Da ds = ||| dt, gilt

Anwendungen:

e Trigheitsmoment einer mit Masse belegten Kurve

Eigenschaften von Kurvenintegralen:
L(C) sei die Lange der Kurve. Dann gilt:

T)ds| < sup|f(Z)| - L(C)

zeC
2. Linearitit: /()\f( ) + pg(¥))ds = A /f ds+u/ (Z) ds
c

3. Ist C die Kurve C; + Cs, so gilt:

/f(f)ds: f@ds+ | f(@)ds
C C1 Ca

15.3 Wegintegrale, Stammfunktionen, exakte Differential-
form

Motivation: Welche Arbeit wird geleistet, wenn ein Massenpunkt in einem Kraftfeld K auf einer
Strecke von P nach @) verschoben wird? (Siehe Abbildung 15.2)

Wird nun der Massenpunkt auf einer stiickweise glatten Kurve C verschoben, so ist (K (Z), Z’) die
Kraft, die in #(s) tangential zur Bahn C wirkt.

Dies fiihrt auf folgende Definition:

Definition 15.2.
Im Vektorfeld K im R? sei eine stiickweise glatte Kurve Z(t), a <t < b, gegeben. Das Weg- oder
Arbeitsintegral ist gegeben durch

W = /Kdﬂf = /Kl dl’l /K2 d.TQ /Kg dl’g )
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D 4//9

Abbildung 15.2: Arbeit W = (K, — P)

Beispiel.
%y t

K = |2 —y |, C ist eine Parabel in der Ebene z = 2 der Form | #? | mit 0 < ¢ < 1. Dann ist
TYZ 2

/C<de> :/0 x2(t)y(t)dt+/0 (x(t)—y(t))%dt—l—/o x(t)y(t)z(t).odt:%

Der Wert eines Wegintegrals hiingt i.a. vom Integrationsweg ab.

Beispiel. (Fortsetzung)
Geht man im obigen Beispiel auf einer Geraden von (0) nach Z(1), so erhélt man den Wert 1

(# 35)-
Wegintegrale sind linear und fiir C = C; + C, gilt

/Cu?,d@ _ /Cl(l?,d@ +/CQ<I?,df>

Wird eine Kurve C in umgekehrter Richtung (—C) durchlaufen, so erhélt man

Das Integral iiber eine geschlossene Kurve C wird mit

fﬁ; (R, d7)

bezeichnet.
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Definition 15.3.

(U, dZ) heiBBt wegunabhdingig, wenn das Integral iiber jede stiickweise glatte Kurve im Vektorfeld

c
v mit gleichem Anfangs- und Endpunkt den gleichen Wert ergibt.

Lemma 15.3.

(U, d¥) ist genau dann wegunabhéngig, wenn fiir jede geschlossene Kurve gilt

f (#,d7) = 0.

Die Wegunabhéngigkeit von Integralen hingt mit der Existenz einer Stammfunktion fiir das Vek-
torfeld ¢ zusammen.

Definition 15.4.
D C R? sei offen. U : D — R ist Stammfunktion des Vektorfeldes @, wenn gilt

v = grad U.

Definition 15.5.
Ist v das Gradientenfeld von U, so heifit die Differentialform vy dx + ve dy + v3 dz exakt.

Definition 15.6.
Eine Menge D heifit zusammenhdngend, wenn sich je 2 beliebige Punkte in D durch einen Kurve
in D verbinden lassen.

Satz 15.4.
Sei D C R3 eine offene, zusammenhiingende Menge und F:D — R3ein stetiges Vektorfeld. Das

Integral / <I3 (%), d¥) ist genau dann in D wegunabhéngig, wenn F eine Stammfunktion U besitzt.

In diesemCFall gilt
B
| (F@,dn = vB) - U,

A

Beispiel.

Ist K ein Kraftfeld und U die zugehorige Stammfunktion, so bezeichnet man —U als Potential
der Kraft U. Besitzt K ein Potential, so wird K als konservative Kraft bezeichnet, da in diesem
Fall der Satz von der Erhaltung der Energie gilt.

Die Stammfunktion U einer exakten Differentialform F(z,y, 2)dx + g(x,y, z)dy + h(z,y, v)dz 148t
sich folgenderweise berechnen. Ansatz: U = [ f(z,y, z)dz + ¢(y, z). Nach Ausfiihrung dieser In-
tegration wird U partiell nach y differenziert und aus U, = g(z,y, z) ergibt sich eine Gleichung
zur bestimmung von ¢(z,y, z). Dann wird nach dy integriert, partiell nach z differenziert und
U, = h(z,y,z) gesetzt. Dann kann man durch nochmalige Integration nach dz die unbekannte
Funktion ¢(z,y, z) vollstindig bestimmen.



KAPITEL 15. KURVENINTEGRALE, EXAKTE DIFFERENTIALFORMEN 119

Satz 15.5.
Ist F' ein stetig differenzierbares Vektorfeld und ist (F', dZ) exakt, so gilt
rot F = 0.
(]
=, Integrabilititsbedingungen“ fir F = | g
h

oh 99  Of Oh  dg Of

dy 0z 0z  Ox’ or Oy (15.1)

Die Umkehrung des Satzes 15.5 ist nur fiir einfach zusammenhéngende Gebiete richtig. Eine Menge
D heifit einfach zusammenhdngend, wenn sich jede geschlossene Kurve in D stetig auf einen Punkt
zusammenziehen 1483t.

Satz 15.6.
Ist D einfach zusammenhéngend und erfiillt F' : D — R® die Integrabilitéitsbedingungen (15.1),
dann ist (F, d¥) exakt, also jedes Wegintegral iiber F' wegunabhéingig.



Kapitel 16

Mehrfache Integrale

16.1 Flidcheninhalt einer Menge

M C R? sei eine beliebige beschriinkte Menge. Wir iiberdecken M durch ein Gitter, dessen Linien
den Abstand 2% (k=0,1,2,...) voneinander haben.

si(M) := Fliacheninhalt aller Quadrate, die ganz in M liegen
Sig(M) := Flidcheninhalt aller Quadrate, die mindestens einen Punkt mit M gemeinsam haben.

|
——
3=

Es gilt:
Sk(M) < Skt1
Sk(M) > Sk

—~
S -
N~—

E

Daher existieren

klim sp(M) = F; ...innerer Inhalt von M
klim Sp(M) = F, ...&uflerer Inhalt von M

120
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Gilt F; = F,, so heifit M Riemann-mef$bar und F' = F; (= F,) ist der Flacheninhalt von M.

Beispiel.
Eine nicht Riemann-meBbare Menge ist z.Bsp. M = {alle rationalen Zahlen im Einheitsquadrat}.

Eine Menge M mit F(M) = 0 heiit Nullmenge. Jede Menge von endlich vielen Punkten im R?
ist eine Nullmenge.

16.2 Integration iiber ebene Bereiche

Sei B C R? eine abgeschlossene, Riemann-messbare Menge und f : B — R eine beschriinkte Funk-
tion. Man iiberdeckt B durch ein rechteckiges Gitter der Breite Az, Ay. In jenen Rechtecken, die
mit B einen nichtleeren Durchschnitt haben, wihlt man einen beliebigen Punkt (z;,y;) € B.

Riemann’sche Summe:

R(f,Z) = ZZf(xi,yjmxi Ay;

Hat fiir jede Folge von Zerlegungen Az;, Ay; mit Az; — 0, Ay; — 0 und fiir jede Wahl der
Punkte (x;,y;) der Grenzwert der Riemann’schen Summen den gleichen Wert, so bezeichnet man
den Grenzwert als Doppelintegral von f iiber B:

[ sy drdy =t Bis.2)

Ay—0
Ist f(x,y) =1 auf B, so ist //f(x, y) dz dy der Fliacheninhalt von B.
B
Ist f(x,y) > 0 auf B, so ist //f(x, y) dz dy das Volumen des Korpers K mit
B

K:={(z,y,2) [ (r,y) € B, 0 < 2 < f(x,y)}.

Rechenregeln:

1. Das Doppelintegral ist linear:

//(Af(fv,yHMg(x,y))dxdy:A//f(x,y)dxdy+M//g(x,y)dxdy
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2. Das Doppelintegral ist monoton auf B: Gilt fiir die integrablen Funktionen f und g: f(z,y) <
g(x,y) fiir (z,y) € B, so gilt auch

[ t@wasay< [[ ) dsay

3. Das Doppelintegral ist additiv. Haben die Riemann-messbaren Mengen B; und By hichstens
Randpunkte gemeinsam und ist By U By = B , dann gilt

[ tewavis= [ [ t@yyazays [[ e izay

B1UB>

4. Mittelwertsatz: Ist B zusammenhéngend und f : B — R stetig, so gibt es ein (z*,y*) € B
mit

/ / f@y) dedy = F(z*,y") / / ddy = f(x*y") - Fliche(B)

Eine Menge B = {(z,y) | a < x < b, g(x) < y < h(x)} nennt man einen Normalbereich vom
Typ 1, eine Menge B = {(z,y) | l(y) <z <r(y), ¢ <y < d} heit Normalbereich vom Typ 2.
Y Y
h(z
| gle)
(Iz bl x x

Abbildung 16.1: B; ist ein Normalbereich vom Typ 1, By vom Typ 2

Ist B ein Normalbereich vom Typ 1, so berechnet man das Doppelintegral durch zweimalige

Integration:
b h(zx)
//f(x,y)dl“dyz/ / fla,y)dy | dx
5 a 9(z)
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Analog fiir Normalbereiche vom Typ 2:

feydedy= [ ([ fede) ay
I/ (U,

Im allgemeinen Fall zerlegt man B in Normalbereiche.

Satz 16.1. (Fubini)

Ist B={(z,y)|a<x<b c<y<d}und f: B — R stetig, dann kann die Integrationsreihen-
folge vertauscht werden:

[ ([ tear)ae= [ ([ rac) ay

Abbildung 16.2: Guido Fubini (1879 - 1943)

Beispiel.
Gesucht ist die Fléche, die zwischen 7§ und %’T von der Sinus- und Cosinuskurve eingeschlossen
wird.

= S={@y)| § <o <F cosw <y <sinal.

1_ —
0,5 q
—
0
1 D 3 4
-05
1 N

5

v sinx T
F:/ </ dy) da::/ (sinz — cosz)dr = —cosx — sinz
== y=cosx =

E
4

g
||
[\
&
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16.3 Mehrfache Integrale, Transformationsformeln

Dreifache und mehrfache Integrale werden in der gleichen Weise durch Riemann’sche Summen wie
Doppelintegrale eingefiihrt. Es gelten fiir sie die gleichen Eigenschaften.

Beispiel.
Der Trégheitsmoment eines Einheitswiirfels

B={(z,y,2) | 0<2<1,0<y<1,0<2<1}

bei Drehung um die z-Achse:

1 1 gl 9
JZ:/ / / (2> +y*)dxdydz = =.
z=0 Jy=0 Jz=0 3

Oftmals moéchte man bei Anwendungen keine kartesischen Koordinaten, sondern ein anderes Ko-
ordinatensystem verwenden. In der linearen Algebra wurde gezeigt, dass die Anwendung einer
linearen Abbildung A : R — R" das Volumen des Einheitswiirfels zu |det A| &ndert. Beim
Ubergang von kartesischen Koordinaten zu Polarkoordinaten éndert sich somit das Volumen von

Az - Ay um |J¢| r ArAyp

wobei Jy die Jacobimatrix von
r=reosp=fi(r,p)
y=rsing = fa(r,¢)

ist. Da ‘

cosp —rsing

‘Jf| = sin
©  Trcose

-
ist das Flachenelement in Polarkoordinaten

rdrde.
Im Raum gilt: Ist

r = x(u,v,w)

y=y(u,v,w)
z = z(u,v,w),

so gilt

/B//f(x,y,z) dx dydz = /S// flz(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) - '%

Dabei ist S das Bild von B nach der Transformation von (z,y, z) auf (u, v, w).

dudvdz.

Das Volumselement dV in Zylinderkoordinaten lautet daher
dV =rdrdpdz

und in Kugelkoordinaten
dV = r*sin® dr dy do.
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Beispiele.
1. Gesucht sei die Flédche einer Ellipse

T = arcosy
y = Dbrsinp

= B = {(z,y) | 2—; + Zg—; < 1}. Dadurch ergibt sich nach Variablentransformation die
Determinante der Jacobimatrix

S -

und als neuer Integrationsbereich

acosy —arsing
bsinp  brcosp

‘:abr

S={(r,e)|0<r<1,0<¢p< 27}

Somit erhalt man
1 2T
Flache (Ellipse) = / / 1-abrdrdy = abr
r=0 J p=0

2. Gesucht sei der Tréagheitsmoment I, eines Kugelausschnittes bei Rotation um die z-Achse.
Wir fithren dazu Kugelkoordinaten ein und erhalten

z

—

Abbildung 16.3: Kugelausschnitt

S:{('f’a%ﬁ)|0§T§a,0§<p§27r,0§19§

N
H—/

Damit ergibt sich der Tréagheitsmoment

a 2 %
IZ:/ / / (2% +y?) - r¥sin dr dyp dv
r=0 J p=0 J9¥=0
/ / / r* sin ﬁdrdgpdﬁ
r=0 J =0 J9¥=0
27T

T 5<2_T>
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Guldin’sche Regeln:
(schon Pappos von Alexandria um 300 n.Chr. bekannt, benannt nach Habakuk (Paul) Guldin,
Graz, 1577-1643)

e FErste Guldin’sche Regel: Das Volumen eines Rotationskorpers ist gleich dem Flécheninhalt
der erzeugten Punktmenge mal dem Weg des Fléachenschwerpunktes.

o Jweite Guldin’sche Regel: Die Oberflache ist gleich der Lange des erzeugenden Kurvenstiicks
mal dem Weg des Schwerpunktes dieses Kurvenstiicks.

Abbildung 16.4: Habakuk (Paul) Guldin

Beispiel.
Gesucht ist das Volumen und die Oberflache eines Torus.

ah 2N
TR

Abbildung 16.5: Torus

e Fliche vom Kreis: a?m

Weg des Schwerpunktes: 2Rm
Daher ist das Volumen 2a? Rm?

e Kurvenlidnge: 2am
Weg des Schwerpunktes: 2Rw
Daher erhilt man fiir die Oberfliche: 4aRm?
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16.4 Der Green’sche Satz in der Ebene

Es sei D C R? eine offene Menge und 7 = (g) ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Der Bereich

B liege in D und werde von einer stiickweise glatten Kurve C berandet. Dabei ist C so orientiert,
dass das (nichtleere!) Innere von B zur Linken von C liegt. Dann gilt

Satz 16.2. (Green’scher Satz in der Ebene)
[ @ f)avdy= [(saz s gan)
B c

Anwendungen:

1. Flachenberechnung:
Flache (B) = /(f dx + g dy)

C

N | —

Ist C durch r(p), v1 < ¢ < 9, gegeben, so erhilt man

1 [*2
Fliche (B) = = / r dyp
2 J,,
Beispielsweise erhilt man somit fiir die Kardioide r = a(1 — cos ), 0 < ¢ < 27
3a’m
2

1 2
Flache = - / r?dp =
2 Jo

2. Berechnung von Kurvenintegralen:

Bsp.: Soll /(43:2 + y) dx + 3y* dy entlang der Kurve C:
c

(0,2)

(0,0) — (1,0)

berechnet werden, so ist wegen f = (422 + y), g = 3y*:

fy:17 gm:07

also
/(4x2 +y)dz + 3y* dy = //(0 —1)dxdy = —1 - Fliche = —1

C B
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3. Ist das Vektorfeld ¢ zweimal stetig differenzierbar und C eine glatte Kurve mit Normalen-

vektor 7, so gilt fiir die Richtungsableitung von ¢ nach 7, a—v = (grad v, n):

—

//Avd:cdy = /(gradﬁ,ﬁ)
B C



Kapitel 17

Oberflachenintegrale, die Sitze von
Stokes und Gaufl

17.1 Flachen im Raum

Eine Fldche im Raum wird analog zu Kurven durch zwei Parameter v und v beschrieben, also

Fiir eine glatte Fldiche fordert man, dass & stetige erste partielle Ableitungen 7, ¥, besitzt, die
linear unabhéngig sein sollen (sie sollen ja eine Ebene, die Tangentialebene, aufspannen), also

Ty X Ty # 0.
Die Tangentialebene im Flichenpunkt Zy = Z(ug, vg) ist dann gegeben durch
To + ATy (uo, vo) + pZy(uo, Vo).

Der Rand eines Fliachenstiicks S wird mit 0S bezeichnet. Der Rand einer geschlossenen Fléche S
(z.Bsp. einer Kugel) ist 95 = 0.

Ein Fldchenelement entspricht einem Parallelogramm in der Tangentialebene mit den Seitenldngen
7, Au und Z, Av. Sein Flacheninhalt ist somit

1Z, % 2, || Au Ao = (|22 7,12 — (2, 2,)?

Die Groflen
E = ||Z,|* = (Z., Z.)
F = <fU7fv>
G = ||Z,|]° = (Z,, Z,)

werden als metrische Fundamentalgréfien bezeichnet. Somit erhélt man als Oberflachenelement

dO:
dO =V EG — F2dudv

129
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Speziell fiir Drehflachen gilt:

x(t) cos p
Z(t, o) = [ z(t)sing
2(t)
= |z(t)|Vi? + 22 dtdy

Fiir Fliachen der Form z = h(z,y) erhilt man

dO = \/1+hZ + hidzdy

17.2 Skalare Oberflichenintegrale

Ist f eine stetige Funktion S — R auf der Flédche
S ={Z(u,v) [ (u,v) € R},
so gilt

//f( ) dO = //f (u, v))VEG — F2 du dv.

Somit erhélt man fiir Drehflachen

//f(f)dO:/ (/ff |\/mdt) dy

Oberflachenintegrale sind wieder linear und haben die gleichen Eigenschaften (Monotonie, ...)
wie Kurvenintegrale.

Beispiel.
Auf der Flache z =2y, 0 <z < 1,0 <y < 1, ist die Masse gemifl der Dichtefunktion o(z,y, z) =
xy verteilt. Wie grof} ist die Gesamtmasse der Flache?

1
1
//ng:/ / a:y\/1+:c2+y2dyd:c:1—5(3%—2%+1)
z=0 Jy=0
s
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17.3 Oberflichenintegral eines Vektorfeldes,
der Satz von Stokes

Definition 17.1.
Ist S eine glatte Fliche, 77y ihr normierter Normalenvektor und ' ein auf S stetiges Vektorfeld,

dann heif}t
/ [ .40 / [ @7 (a7.1)

der Fluff von v durch S.
Das Symbol

heifit vektorielles Fliachenelement.

Mit dO = ||Z, X Z,|| dudv wird die rechte Seite in (17.1) zu
— fu X f’l} — — - — —
<v, ﬁiq> % X Z,|| dudv = (U, Z,, Z,) du dv,
[ X Zo|

wobei (U, Z,, Z,) das Spatprodukt der Vektoren v, %, @, ist. Also gilt
//@7, dO) = //(17, Ty, ) du dv.
S R

Beispiel.
Der Fluf§ einer Punktladung durch eine Kugelschale:

—

Punktladung E = ¢ |13H35, Kugel mit Radius a.

Fiir die Kugel gilt 7y = 7 mit |Z|| = a. Daher ist (E, i) = < und
//E 6 //d0—4cq7r

Definition 17.2.
Eine stiickweise glatte Fliche heifit zweiseitig (orientierbar), wenn der Normalenvektor bei Ver-
schiebung entlang einer beliebigen geschlossenen Kurve auf der Fliche stets in sich zuriickkehrt.

Beispiel.
Eine nicht orientierbare Flache ist das Mobius’sche Band:
(2 + tcosp)cos2p
Z(t,0) = [ (2+tcosp)sin2p 0<t<1,0<p<2n
tsin g

Diese Fliche ist nicht orientierbar, denn #(0,0) = #(0, 7), aber 7(0,0) = —7(0, 7).
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Satz 17.1. (Satz von Stokes)
Es sei S eine stiickweise glatte, orientierbare Fléche, deren Rand eine stiickweise glatte Kurve C
sei. Der normierte Normalenvektor 77y von S sei so gewéhlt, dass die drei Vektoren

1. i
2. der Tangentenvektor von C
3. der Vektor, der von C ins Innere der Fliche zeigt

eine Rechtssystem bilden. Ferner sei @ : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einem

Bereich D O S. Dann gilt
//(rot U, M) dO = /(17, dx)
S C

Abbildung 17.1: George Gabriel Stokes (1819 - 1903)

Der Stokes’sche Satz ermdglicht es, Oberflichenintegrale durch Kurvenintegrale zu berechnen bzw.
umgekehrt.

Beispiel.
r — 3y
v= | y+5z |.DieFlidche S ist die nordliche Halbkugel der Einheitskugel.
r+y—+z

Die berandende Kurve C ist der Einheitskreis. Der Flufl von rot ¥ durch S ist
27
//(rotﬁ,d0> = /(U,da_:’) :/ 3sin® p dp = 3w
S c #=0

Folgerungen aus dem Stokes’schen Satz:
1. Green’scher Satz in der Ebene. S ist eine Fliche in der Ebene, die von C berandet wird.

2. Integrabilitdtsbedingungen sind hinreichend fiir die Exaktheit einer Differentialform in einem
einfach zusammenhéngenden Bereich.
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17.4 Der Divergenzsatz von Gaufl

Der Divergenzsatz von Gaufl verkniipft Oberflichenintegrale mit Integralen iiber rdaumliche Berei-
che.

Ein reguldrer rdumlicher Bereich T ist abgeschlossen, hat ein nicht leeres, beschrinktes Innere
und seine Oberfliche 0T besteht aus endlich vielen glatten Flidchenstiicken.

U sei ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld in einem offenen Gebiet D, das den Bereich T
enthélt. Der normierte Normalenvekter 7y der Oberfliche von T' weise nach aussen. Dann gilt

Satz 17.2. (Divergenzsatz von Gauf})

[[[aiweav = [ @y ao
T or

Der Divergenzsatz besitzt wichtige Anwendungen in Physik und Technik, wie etwa eine koordi-
natenfreie Definition der Divergenz. Mit seiner Hilfe erhélt man die Kontinuitdtsgleichung der
Hydromechanik

do
div(pv) + — =0
iv(07) + ¢
und die Warmeleitungsgleichung
ou
— =" Au.

ot



