POT: Schatzer fur den Tail und das Quantil der EXxzess-
Verteilung

Seien Xi,..., X, i.i.d. ZV mit Verteilungsfunktion F € M DA(H,) fur
v e R.

e Wahle eine hohe Schwelle u (unter Verwendung von geeigneten
stat. Verfahren) und berechne
Ny, =#{ie{1,2,...,n}: X; > u}

e Sei Y1,Y2,...,Yy, eine Stichprobe von Exzess-Beobachtungen.
Bestimme [ und 7, sodass folgendes gilt:

Fu(y) = G (),

wobei F,(y) = P(X —u > y|X > u)

e Kombiniere die obigen zwei Schritte um folgende Schatzer zu

berechnen:
o -1/5
Fluty) = (1 +a£) (9
n G
- —ut P (™ N 1 10
qp—u-|—§ (E( —p)) — (10)
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Wie wird eine hohe Schwelle ©« (POT Methode) gewahlt?
e u zU groB: Wenige Beobachtungen fiir die Schiatzung von 5 und
.
e u zu klein: die Approximation F,(y) = G- 3,(u) ist nicht gut
genug

Grundidee: Inspektion des Plots der empirischen durchschnittlichen
Exzess-Funktion und Auswahl einer Schwelle ug, sodass die empirische
durchschnittliche Exzess-Funktion fur u > ug annahernd linear ist.

Warum: die Durchschnittliche Exzess-Funktion flur die GPD,gg ist
linear!

Die empirische durchschnittliche Exzess-Funktion
Seien X1, Xo,..., X, i.i.d ZV.

Sei N, = #{i:1 <i<n,X; >u} die Anzahl der Uberschreitung von u
durch Xj;

Die empirische durchschnittliche Exzess-Funktion e, (u):
1 n
en(u) = N, ;(XZ —uw)I[{X; > u}
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Der Plot der durchschnittlichen Exzess-Funktion besteht aus den
Punkten (Xin,en(Xkn)), k=1,2,...,n—1.

Sollte dieser Plot annahernd linear mit einem positiven Gradienten
sein, dann kann angenommen werden, dass die Verteilung einen heavy-
tailed Pareto-ahnlichen Tail hat.

Schatzung der Parameter v und g3

§ei u eine gegebene Schwelle und Yi,Y>,..., Yy, Beobachtungen der
Uberschreitungen X; > u, 1 <1 <n.

Die Log-Likelihood Funktion:

N,
7 1=1

wobei Y; > 0 fir v >0 und 0 <Y; < -3/~ fur v < 0.

L(~,B,Y1,...,Yy,) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass F,(y) =
G,o0(y) unter der Bedingung, dass die Beobachtungen der

Uberschreitungen Y1,Y5,..., Yy, sind.

Fur die Ermittlung der Likelihood Funktion siehe Daley, Veve-Jones
(2003) and Coles (2001).
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Als Schitzer 4 und 8 werden jene Werte von v bzw. 3 verwendet, die
die log-Likelihood Funktion maximieren (ML-Schatzer)

Die Methode funktioniert gut fur v > —1/2.
Die ML-Schatzer sind in diesem Fall normal verteilt:

—~

(v — %g— 1) ~ N(0,~"*/N,) wobei X1 = ( 1_+17 _21 )

Um die Unsicherheit uber die einigermalBen willkurliche Auswahl von
u zu reduzieren uberpruft man wie die ML-Schatzer in Abhangigkeit
von wu variieren.

Die Approximation

L N, o\ Y7
Pluty)==" <1—|—’Y%)

wird grafisch dargestellt und evaluiert.
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Berechnung von RisikomaBen VaR und CvaR mit Hilfe der POT
Methode

Seien X1, Xo, ..., X, Beobachtungen fur n i.i.d. ZV mit unbekan-
nter Verteilungsfunktion F'. Direkt aus der POT Methode erhalt man
folgende Schatzer fur den Tail und das Quantil g, = VaR,(F) von F

N ~1/5
Flu+y) = = (ny%)

n

§p=u+§ ((Niuu—p)) —1>

Fiir CVaR,(F) gilt CVaR,(F) = ¢, + %‘1{“) wobei 0 < v < 1.
Der Beweis erfolgt mit Hilfe der folgenden 3 Schritte:

(1) Sei Z; ~ F eine ZV mit Verteilungsfunktion F und seien u > ug >
0 zwei Schwellwerte. Zeigen Sie, dass ez (u) = ez, (u — up) wobei

Zo < (Z1 — uo)|(Z1 > up) und ez, bzw. ez die durchschnittlichen
Exzessfunktionen von Z; und Z> sind.
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(2) Zeigen Sie, dass es fiur eine ZV X mit X ~ GPD,p3und 0 <y <1
folgendes gilt: CVaR,(X) = qp—l—ﬁl%%‘b wobei g, das p-Quantil der
Verteilung von X ist.

(3) Sei X eine ZV mit X ~ F und F(z) =~ F(u)G,0s(x—u). Zeigen Sie,
dass der CVaR der Approximation F' mit F' = 1—F(u)G, 0 3(z—u)
folgendermaBen gegeben ist, falls g, > wu:

B+ (g —u)

CVaRy(F) = q, +
1—v
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