CreditRisk™ - Eine Poisson Mixture Modell
(siehe Crouhy et al. (2000), CSFB (1997)

k unabhdngige Risikofaktoren Zi, 2o, ..., Zy, Z; ~ v(ay, 55),
j=1,2,...,k, sodass E(Z;) = 1.

)\Z(Z) — S\Z Z?zl aiij, Z?:l Ai5 — 1 fur = 1,2, o

E (\i(Z)) = X\; > 0 sind Konstanten.

2% " exp{—z/B;}
5;”_(04.7)

Die Dichte von Z; ist folgendermassen gegeben: f;i(z) =

Verlust bei Kredit ¢+ durch Zahlungsunfahigkeit von Kreditnehmer z:
LGD; = (1 —X)L;, 1 <1i<n, wobei \; die erwartete deterministische
'Recovery rate’ ist und L; die HOhe von Kredit 7 ist.

Jeder Verlust wird als ganzzahliges Vielfaches einer vordefinierten
Verlusteinheit Lo (zB. L, = 10° Euro):

(1 - X)L,
Lo
wobei [z] = argmin{t —z:t € Z,t —x € (—1/2,1/2]}.

LGDz = (1 — Az)Lz ~ [ ] Lo = UZ'LO
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Das Ziel ist, die Verlustverteilung durch eine diskrete Verteilung zu
approximieren und fur diese die Erzeugende Funktion zu ermitteln.

Sei Y eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich {y1,...,ym}.

Definition 2 Dije erzeugende Funktion von Y ist folgendermassen
gegeben: gy(t) = E@Y) =Y, t#P(Y =y;), t € [0,1].

Einige Eigenschaften der erzeugenden Funktionen:
(i) Wenn Y ~ Bernoulli(p) dann gy(t) = 1 4+ p(t — 1).
(iil) Wenn Y ~ Poisson()\), dann gy (t) = exp{\(t —1)}.
(iii) FuUr unabhangige Zufallsvariablen Xi,..., X, gilt
9x,+..+x,(t) = Mi19x.(t).

(iv) Sei Y eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f und sei gxy—,(t)
die erzeugenden Funktion von X|Y = y. Dann gilt

gx (1) = / " gty (D F ().

(v) Sei gx(t) die erzeugende Funktion von X. Dann gilt

1 . drg(t)
P(X =k) = Eg(k’)(O) wobei ¢®(t) = —
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Die Erzeugende Funktion der Verlustverteilung

Die Verlustfunktion: L =>"" ; X;v;Lo.
(a) Ermittlung der erzeugenden Funktion fir N = X; 4+ ...+ X,

Xi|Z ~ Poisson(Xi(Z)), Vi = gx,z(t) = exp{\(2)(t - 1)}, Vi =

gn|z(t) =

gn(t)

Mioi0x2t) = Mo SXPAZ)(E=1)} = exp{u(t=D)}, 4= iy M)

/ “e / gN|Z=(zl,zg,...,zm)f1(Zl) e fm(zm)dzl “ e dzm =

/ / exp{y‘(/\ Yawzj)(t—l)}fl(zl) Fm(zm)dzy .. dzm =

=1 =1

/ / exp{(t—I)Z(Z)\aw)z])}fl(zl) fm(zm)dz1 .. dzm =

j=1 =1
N——

Ly

/ / exp{(t — Dprza} fi(z1)dzn . .. exp{(t — 1)pimzm} fon () dzm =

J=1/0 exp{zju;j(t — 1)}—5——~ ajl—( ) i " exp{— zj/Bj}dz; (5)
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Die Berechnung der einzelnen Integrale in (5) ergibt:

> 1 o1 1—48;\%
/0 @exp{?jw(t — 1)}z " exp{z;/Bj}dz; = (1 - 5})

6j = Bjms/ (1 =+ Bjpy). (6)

15\
Es gilt also gn(t) = ML, (1 6]75) .
— Y

(b) Ermittlung der erzeugenden Funktion fiir L = > " ;| X;v;Lo.
Verlust bedingt durch Zahlungsunfahigkeit von Kredithnehmer z:
Li|Z = v (X;|Z); L;j|Z unabhangig firi=1,2,...,n.

gr1z(t) = E(t"|Z) = E(t""|Z) = gx2(t").

Die erzeugende Funktion der Gesamtverlustverteilung bedingt
durch Z:

901z(t) = 9r, 4 Lot +1,12(8) = Miz190,2(8) = MiZ19x,2(t") =

exp i Z; (ﬁ: Aiaij (8" — 1)>

j=1 i=1
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Ahnlich wie bei der Berechnung von gy (t) erhalten wir:

15
1— 6,/ (t)

Q; 1 n_
gL(t) — |—|§n21 ( ) wobei /\](t) = ILL— Z )\Z'al'jtvi.
Ji=1

d; und p; sind wie in (6) bzw. (4) gegeben.

Beispiel 5 Kreditportfolio m_/'t n = 100 Krediten, Anzahl der Risiko-
faktoren m =1 oder m =5, \; = A= 0.15, fir:=1,2,...,n,
aj=a=1,6;,=0=1, aj,=1/m, j,r=1,2,....m

1

1 d"gn
Hg

k! dtk

P(N=k) = —¢¥(0) =

Fiir die Berechnung von P(N = k), k = 0,1,...,100, kann folgende
rekursive Formel verwendet werden:

k—1 m
k—1 1
gx’(0) =) ( z )gj(vk )Y taysitt k> 1
=0 j=1
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Operationelles Risiko (OR)

“Operational risk is defined as the risk of loss resulting from inade-
quate or failed internal processes, people and systems or from exter-
nal events. This definition includes legal risk but excludes strategic
and reputational risk.” - Zitat Basler Ausschuss uber Bankenaufsicht
(siehe Basel 2004)

Beim OR werden Verluste zB. durch Betrug, IT-StOrungen,
Naturkatastrophen, Terrorismus, aber nicht Verluste durch falsche
Management Entscheidungen (Fusionen, Ubernahmen, udgl.)
berucksichtigt.

Hauptunterschied zwischen Markt- bzw. Kreditrisiko und opera-
tionelles Risiko: OR kann keine positive Auswirkungen fur eine Bank
haben.

Basel II: Eigenmittel Unterlegung, bankenaufsichtlicher
Uberwachungsprozess, erweiterte Offenlegung.

GroBes Problem sind die fehlenden Daten.
Datenbanken:

o QIS - Quantitaive Impact Studies des Basler Komitees
e Federal Reserve Bank of Boston
e Private Firmen.
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Grundlegende Verfahren des OR Managements

e Basisindikator Ansatz - BIA (Basic Indicator Approach)

3 3

1 |

RCY)(OR) = 7 Y " amax(GI" 0) wobei Z = Iigrsoy.
=1 =1

GI'— - Brutto Einkommen im Jahr ¢t — i

RC%}(OR) - Sicherheitskapital zur Zwecke des OR-Management
im Jahr t basierend auf den BIA.

Basel II VVorschlag: a = 0, 15.

e Standartisierter Ansatz - SA (Standardized Approach)

3 8
1 .
RCY(OR) = §§ "max(Y_ B;GI,0)
1=1

J=1
j - Index des Geschaftsbereiches
GI;' - Brutto Einkommen im Jahr ¢ — i im Geschaftsbereich ]

RC%}(OR) - Sicherheitskapital zur Zwecke des OR-Management
im Jahr t basierend auf den BIA.
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J | Geschaftsbereich B; (in %)
1 | Corporate Finance 18
2 | Trading and Sales 18
3 | Retail banking 12
4 | Commercial banking 15
5 | payment and settlement | 18
6 | agency services 15
7 | asset management 12
8 | retail brokerage 18

e Quantifizierungsansatze - AMA ( Advanced Measurement Approach)

Das__Sicherheitskapital wird von der Bankselbst definiert. Das Verfahren unterliegt
der Uberprifung bzw. Zustimmung der nationalen Aufsichtsbehorde.

8 Geschaftsbereiche (wie oben), 7 Typen von Verlust-Ereignissen:
1. interner Betrug
2. externer Betrug
3. Beschaftigungsverfahren und Arbeitsplatzsicherheit
4. Kunden-, Produkt- und Geschaftsverfahren
5. Beschadigung der ‘“physical assets”
6. Unterbrechung der geschaftlichen Handlungen und Systemstorungen
7. Abwicklungs-, Lieferungs- und Prozessmanagement
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Grundlegendes Schema eines generischen AMA Modells

Datenbank mit folgender Struktur:

{Xirhi=12,0 Tib=1,2,.. 81=1,2,... . T;k = 1,2,...,N'7}

X,i_i’b’l - k-ter Verlust vom Typ [ der Geschaftsbranche b im Jahr ¢t —1

Nt=ubl - Anzahl der Verluste vom Typ [ in Branche b in Jahr t — i
T > 5 Anzahl der Jahre.

(Es werden Schwellwerte eingefihrt (zB. 10.000,- Euro) und Verluste
unterhalb des Schwellwertes werden vernachlassigt. )

7 Nt-ibl
Verlust im Jahr t — i fiir die Branche b: L™ = Z Z b ey
=1 k=1

8
Gesamtverlust im Jahr t —i: Lt = ZLH’Z’.
=1

Ziel: Verwendung der Verlust-Daten um die Verteilung der jahrlichen
Verluste L! zu schatzen und die dazugehorigen RisikomaBe, zB. VaR,
CVaR, zu berechnen.
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Sicherheitskapital: RC%,,(OR) = pa(L?")

wobei p, das Risikomall zum Konfidenzniveau « ist
(a € (0.99,0.999)).

8
Bei unbekannter Gesamtverteilung: RCY,,(OR) = Zpa(Lt’b)
b=1

Fur po = VaR, kommts es auch die Evaluierung der Varianz einer ZV
der Form Y . X, wobei

N ist eine ZV ist, die die Anzahl der Verluste beschreibt, und

X, k=1,2,...,N sind ZV, die eine Folge von Verlusten beschreiben.
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Operationell-begrundete Verluste: Datenproblematik

Es gib keine oder sehr wenige (=kurze) vertrauenswiirdige offentlich
zugangliche Daten.

Zitat des Baslers Bankenaufsichtskomitees (Basel 2003):

Despite this progress, inferences based on the data should still be made with caution.
... In addition, the most recent data collection exercise provides data for only one
year and, even under the best of circumstances, a one-year collection window will
provide an incomplete picture of the full range of potential operational risk events,
especially of rare but significant “tail events”.

Allgemein akzeptierte Eigenschaften der VerlustgroBen:
e Die Verlustverteilung ist heavy tailed
e Verluste sind zufallige Ereignisse
e Die Frequenz der Verluste variiert stark im Zeitablauf

(Seihe Moscadelli 2004, Federal Reserve System 2005.)
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Elemente der Versicherung-Analytik

Definition 3 Sej N(t) eine diskrete ZV, die die Anzahl der Verluste
liber einen gegebenen Zeitraum [0,t] angibt. Seien X1, X», ..., die
einzelnen Verluste.

Der Gesamtverlust (oder der aggregierte Verlust) ist Sy = Z]kvz(tl) X5
Die Gesamtverteilungsfunktion Fs, (x) = P(Syu) < ).

Fiir ein fixes t (zB. t = 1) wird der Zeit-Index vernachlassigt:

Sy = SN(t)r Fg, = FSN(t)'

Definition 4 Seien X, k = 1,2,..., ii.d. mit gemeinsamer
Verteilungsfunktion G, G(0) = 0. Weiters seien X, k = 1,2,..., und
N unabhangig. Die ZV/ Sy heiBt in diesem Fall zusammengesetzte
Summe. Die ZVV N heiBt zusammensetzende Variable.

Notation: P(N = k) = pn(k).

Verteilungsfunktion der zusammengesetzten Summe:

Fs,(z) = P(Sy <) = ) pv(k)GP(2)

k=0
wobei

GM () = P(S, = X1+ Xo+ ...+ X, < z) die k-te Faltung von G ist.
Hier gilt GO (2) = { é i i 8 .
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Fur die Laplace-Stieltjes Transformation fg\N der zusammengesetzten
Summe Sy gilt:

Fs(s) = pw(R)G®(s) = Y pn (k)G (s) = pafy(G(s))
k=0 k=0

wobei pgfy die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von N ist.
Beispiel 6 (Die zusammengesetzte Poisson Verteilung)
Sei N ~ Poi()\), A> 0. D.h. py(k) = e 2, k=0,1,2...,n,...,.

Fiir s € R gilt pgfy(s) = > -, e_AZ‘—Tsk = exp{—X(1—s)}.

Fiir s > 0 gilt Fs.(s) = exp{—X(1 — G(s))}.

Notation Sy ~ CPoi(\, G).

Wenn die hdheren Momente existieren und G und pgfy differenzierbar
sind, dann gilt:

k
%png(s) im1 = E(N(N — 1)...(N —k+ 1)) und

drk
(—1)k@G(S) s=0 = E(X]f) =. MKk
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Folgerung Beispiel 6: Fir Sy ~ CPoi(\,G) gilt:

dFs,(s)
ds

Analog: var(Sy) = AE(X?).

Theorem 1 (Die Momente einer zusammengesetzten Verteilung)

E(Sy) = (~1) =0 = exp{-A[L-G(O}A(~C'(0)) = E(N)E(X1)

Fiir die zusammengesetzte Summe aus Definition 4 mit E(N) < oo
und E(X?) < co gilt:

E(Sy) = E(N)E(X1) und var(Sy) = var(N)(E(X1))? + E(N)var(X1)

Die Poisson Verteilung als Modell der Verlustehaufigkeit
N — Anzahl der im Intervall [0, 1] eingetreten Verluste.

Annahme 1: In jedem Intervall [(k—1)/n,k/n], k=1,2,...,n, gibt es
einen Verlust mit Wahrscheinlichkeit p,.

Annahme 2: Der Eintritt eines Verlustes in einem Intervall ist un-
abhangig vom Eintritt der Verluste in anderen Intervallen.

Annahme 3: lim,—cnp, = X > 0.

N, — Gesamtanzahl der Verluste im Intervall [0, 1]:
P(N, =k) = ()pk(1 —p)"* k=0,1,...,n.

Es gilt dann limu—o P(N, = k) = e72;, fir k=0,1,...,.
Das heiBt N ~ Ny, ~ Poi()\).
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Theorem 2 (Summe von Zusammengesetzten Poisson ZV)

Sei Sy ~ CPoi(\,G;), 1 = 1,2,...,d. und Sy sind unabhangig.
Dann gilt Sy = Y% ,8y ~ CPoi(\,G) wobei A\ = "\ und
G =i (/NG

Simulation solcher Verluste: Simuliere eine Zahl ¢ aus {1,2,...,d} mit
Wahrscheinlichkeit Zii S und dann simuliere aus der Verteilung G;.

Approximation und Panjer Rekursion

Fur gegebene X und G kann Sy leicht simuliert werden. Wiederholte
Simulation fuhrt zu einer empirischen Verteilung, die als Basis fur
die Approximation der echten Verteilung mit Hilfe einer analytisch
gegebenen Verteilung verwendet wird.

Normale Approximation
Sei Sy ~ Cpoi(A,G) sodass E(N) < oo, G(0) =0 und [~ z?dG(x) < oo.

Durch die Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes und unter An-
wendung von Satz 1 kann Fg, mit Hilfe der Normalverteilung approx-
imiert werden (siehe Embrechts et al. (1997), Satz 2.5.16):

Py (2) 0 @ ( r — E(N)E(X; )

Vvar(N)(E(X1))? + E(N)var(X1)
wobei ¢ die standard Normalverteilungsfunktion ist.
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Fir Sy ~ Poi(\,G) ist die Schiefe folgendermalBen gegeben:
ElSy — E(SVP _ E(X3)
var(Sy)3/2 \/AE(X%)B’

v(Sy) =

Suche eine Approximation mit Hilfe einer rechtsschiefen Verteilung!
Approximation durch eine verschobene Gamma Verteilung
Sy ~ k+Y wobei k ein Translation-Parameter ist und Y ~ v(a, 3).

k,a und B werden bestimmt in dem der Erwartungswert, die Varianz
und die Schiefe von Sy mit den dazugehorigen Statistiken von k+Y
gleichgesetzt werden.

Im Falle von N ~ Poi()\) gilt:

2 E(X3)
Vo JAEXD))?

(@ (@
k+ 5= AE(X1), 7= AE(X3),

Monte Carlo Simulation

Wenn die Daten einer CPoi Verteilung auf einer sehr heavy-tailed
Verteilung hindeuten, dann konnte eine Approximation mit der GPD
Verteilung im Bereich der hoheren Quantilen bessere Ergebnisse
liefern.

Siehe Frachot (2004) und Moscadelli (2004)
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Die Rekursionen von Panjer

Annahme: X; hat eine diskrete Verteilung mit Werten k € {O}UN und
gr = P(X1 = k). Sei (einfachheitshalber) go = 0.

Weiters sei pr = pn(k) = P(N = k), sy = P(Sy = k) und
g =P(X1+Xo4 ...+ X0 =k).
Es gilt gt =Sk Mg, firk>2undn>1 .
Daraus folgt:

so = P(Sy=0) =P(N =0) =po

s, = P(Sy =n) = Zpkgflk) fir n>1
k=1

Definition 5 (Panjer'sche Klasse)

Das WahrscheinlichkeitsmalB (pr) von N gehért zur Panjer'schen
Klasse Panjer(a,b) flir a,b € R wenn p, = (a + (b/r))pr—1 flir r > 1.

Beispiele: B(n,p), Poi(\), NB(a,p).

Abgesehen von degenerierten WahrscheinlichkeitsmalBen sind diese
die einzigen diskreten Verteilungen, die einer Panjer’'schen Klasse
gehoren, siehe Kotz (1969), Sundt und Jewell (1982).
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Theorem 3 (Panjer'sche Rekursion)

Wenn N der Panjer'schen Klasse Panjer(a,b) gehort und
go = P(X1 =0) =0, dann gilt

Po r=20
Sy =
Yo (a4 (bi/r))gisr—i T>1
Falls go = P(X1 =0) > 0 gilt
[ Sema” r=0
(1 —ago) * > i_1(a+bi/r)gis,—i r>1

Beispiel 7 Panjer'sche Rekursion fiir CPoi(100,LN(1,1))

Bild 10.5: Um den 99.9% Quantil ist die Approximation mit Hilfe
der Panjer'sche Rekursion ausgezeichnet. Weiter in den Tail nehmen
Rundungfehler die Oberhand.
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Die gemischte Poisson Verteilung

Fir N ~ Poi(\) gilt E(N) = X = var(N). Oft gilt var(N) > E(N) fur
die Anzahl der Verluste N (Overdispersion), was nicht modellierbar
mit N ~ Poi()) ist.

Definition 6 Eine ZVV N mit Verteilungsfunktion

00 o0 k
py(k) = P(N =k) = /O P(N = k|A = \)dFA()) = /O e"\%dF/\()\).

heiBt gemischte Poisson ZV mit Struktur-Verteilungsfunktion Fh.

/A kOnnte zB. eine Gammaverteilung oder eine log-Normalverteilung
sein.

Theorem 4 Sei N eine gemischte Poisson ZV mit Struktur-
Verteilungsfunktion Fa. Dann gilt E(N) = E(A\) und

var(N) = E(A) +var(N). D.h. fiir nicht-degenerierte \ besitzt N eine
Overdispersion.

Theorem 5 (Die Negative Binomial (NB) Verteilung als gemischte
Poisson Verteilung)

Sei N eine gemischte Poisson ZV mit Struktur-Verteilungsfunktion
N~ ~(a,3). Dann hat N eine Negative Binomial Verteilung:

N ~ NB(a, 8/(8+ 1)).
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Tail von aggregierten Verlustverteilungen

Theorem 6 (Reguldre Variation der zusammengesetzten Summen-
Verteilungen) Sei die ZV Sy eine zusammengesetzte Summe. Wenn
ein e > 0 existiert, sodass Y - ,(1+€)*py(k) < co und G(z) = z~*L(z),
wobei o > 0 und L(x) eine langsam variierende Funktion ist, dann gilt

jim 120 _
r—o0 G(2)
d.h. Fs, und G haben dasselbe Tail-Verhalten.

A,

Beweis in Embrechts et al. (1997).

Beispiel 8 Die zusammengestzte Summe Sy flir eine gemischte Pois-
son Verteilung N heiBt eine zusammengestezte gemischte Poisson
Summae.

Wenn N eine negative Binomialverteilung NB(«,3/(1+3), d.h. N ist
eine gemischte Poisson Verteilung mit Struktur-Verteilungsfunktion
~v(a, 3), dann sind die Bedingungen von Satz (6) erfiillt und Sy besitzt
sowie NB(«a,3/(1 + B) eine reguldre Variation.
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