Copulas: Weitere Eigenschaften

Definition 18 (Kugel-Symmetrie)
Ein Zufallsvektor X (oder eine Verteilungsfunktion) heisst kugel-

symmetrisch um den Punkt a wenn X — a < a— X.

Beispiel: Ein elliptisch Verteilter Zufallsvektor X ~ Egz(u,~,¢) € RY
ist kugel-symmetrisch um pu.

Definition 19 (Radiale Symmetrie)
Eine Copula C heiBt radial symmetrisch wenn

(U1 —05,....Uj—05) = (0.56—U;,...,05—U,)) «=U=1-1,
wobei (U1,Us,...,Uy) ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion C ist.
Fir eine radial symmetrische Copula gilt C = C.

Beispiel: Elliptische Copulas sind radial symmetri__sch.
Die Gumbel und Clayton Copulas sind es nicht. Uberzeugen Sie sich!
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Definition 20 (Bedingte Copula Verteilungen)
Sei C eine zwei dimensionale Copula und (U1,U,) ein Zufallsvektor
mit Verteilungsfunktion C.

Cu,ju, (uzlu1) = P(Uz < uz|Uy = u1) = 5”_)”& P(Uz < uzlur < U < up +9)

i C(u1 + §,u2) — C(u1,u2) as. OC(u1, u2)
6—0t ) 8’&1

Cu, v, ist eine Verteilung in [0, 1]; die ist eine Gleichverteilung d.u.n.d.
wenn C die Unabhangigkeitscopula ist (siehe Nelsen 1999).
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Die Dichtefunktion einer Copula

Copulas haben nicht immer eine Dichtefunktion. Z.B. die Co-
Monotonie Copula M bzw. die Anti-Monotonie Copula W haben keine
Dichtefunktion.

Wenn die Dichtefunktion ¢ einer Copula C existiert dann gilt

80('&1, uz, . .. 7U’d)
Ou10us . ..0uy

clur,us, ..., ug) =

Sei C die Copula einer Gesamtverteilung F mit stetigen Rand-
verteilungsfunktionen Fy,...,F,;. Dann kann die Gleichung

C(ui,...,uq) = F(F] (u1),..., Fy (uq))
differenziert werden um die Dichte ¢ von C zu erhalten:

clur,...,uqg) = f(Fl_l(ul)""’Fd_l(ud))
T BT ) - faCEy  (ua))

f ist die Gesamtdichtefunktion, f; sind die Dichtefunktionen der Rand-
verteilungen, 1 <:<d, und FZ.‘1 ist die inverse Funktion von F;.

42



Definition 21 Ein Zufallsvektor X heiBt vertauschbar (“exchange-

able”) wenn (Xi1,...,Xy) < (Xr1)s---» Xa@)) flr jede Permutation
(r(1),w(2),...,7(d)) von (1,2,...,d).

Definition 22 Eine Copula C heiBt vertauschbar wenn sie die
Gesamtverteilung eines vertauschbaren Zufallsvektors
(mit Gleichverteilungen als Randverteilungen) ist.

Fiir eine solche Copula gilt:

C(ui,u2,...,uq) = C(Ur(1), Ur(2), - -+ Urn(d))-

Beispiele von vertauschbaren Copulas: Gumbel, Clayton, Gauss’sche
Copula C§¢, t-Copula Ct ,, fiir den Fall, dass P eine Equikorrelation-

smatrix ist: R = pJ;+ (1 — p)I;. J; € R jst eine Matrix bestehend
aus lauter Einser, und I; € R%*? st die d-dimensionale Einheitsmatrix.

Fiir bivariate vertauschbare Copulas gilt:

P(UQ S ’U;Q‘Ul == ul) == P(Ul S ’LL2|U2 == ul).
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Theorem 17 Sei (X1, X»)T ein normalverteilter Zufallsvektor. Dann
gilt: Ay(X1, X2) = Ap(X1,X2) = 0.

Korollar 2 Sei (X1,X»)" ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen und einer Gauss’'schen Copula CpG“, wobei p

der Koeffizient der linearen Korrelation zwischen X1 und X» ist. Dann
gilt: A\y(X1, X2) = A (X1, X2) = 0.

Theorem 18 Sei (Xi1,X2)! ein t-verteilter Zufallsvektor mit v
Freiheitsgraden, Mittelwert O wund linearer Korrelationsmatrix R:
(X1, X2)T ~ t2(0,v, R). Flir Ri» > —1 gilt:

_ 1-R
)‘U(leXQ) - AL(Xl,XQ) = 2tu+1 (mm>

v1+ Rio

Beweis: Ahnlich wie der Beweis von Satz 17. Hinweis:

1/—I—1>1/2 X2 — px

—Nt

Xo| X1 =x ~ (
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Korollar 3 Sei (X1,X»)T ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen und einer t-copula C,fR mit v Freiheitsgraden und einer

Korrelationsmatrix R. Dann gilt:
— v1—Rio
(X1, X2) = Ap(X1, Xo) = 28,44 (\/V +1
T v1+ Rio
Theorem 19 Sei (X1, X»)T ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-

verteilungen und einer Gauss’'schen copula CE“, wobei p der Koef-
fizient der linearen Korrelation zwischen X1 und X, ist. Dann qgilt:

2 6 R;;
p-(X1,Xo) = = arcsin Ri1» und ps(X1, X») = — arcsin 73
TT 7T

Theorem 20 Sei X ~ E, (u,>,v) ein elliptisch verteilter VVektor mit
stetigen Randverteilungsfunktionen. Dann gilt:

(Xi, X;) 2 arcsin Ri;, wobei Ry = ——=9 fiiri j=1.2.....d
T 2 ) — — 27 9 ] — Z) — 9 90
P J 7T J J \/Zn-ij J

Korollar 4 Sei (Xi1,X2)T ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen und einer elliptischen copula szw' Dann qilt:

212
V211220

Beweise von Satz 19, Satz 20 und Korollar 4: siehe McNeil et al.
(2005).

2
pr(X1,X2) = —arcsin Ri2, wobei Ris =
U
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Archimedische Copulas

Nachteile elliptischer Copulas:
e I.A. keine Darstellung in geschloBener Form maoglich
e kugel-symmetrisch

Bivariate Archimedische Copulas

Definition 23 Sei ¢:[0,1] — [0, 4+o0] stetig, streng monoton fallend,
sodass ¢(1) = 0. Die pseudo-inverse Funktion ¢!=1: [0, c0] — [0, 1] von
¢ wird folgendermassen definiert:

_ 1) 0<t<¢(0
w0 ={ 50 05 2%

gb[—l] ist stetig und monoton fallend in [0, o], streng monoton fallend
in [0,%(0)] und es gilt:
SN (p(w)) = u fiir w € [0, 1]

[t 0<t<6(0)
o0 ={ Loy 56 S

Falls ¢(0) = 400, dann ¢~ = ¢ 1.
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Theorem 21 Sej ¢:[0,1] — [0,+oc] stetig, streng monoton fallend
in [0, 1], sodass ¢(1) = 0, und sei ¢!=1 die pseudo-inverse Funktion
von ¢. Sei C:[0,1]2 — [0, 1], sodass C(u1,u2) = ¢l"H(d(u1) + d(u2)).
C' ist eine Copula dann und nur dann wenn ¢ convex ist. Copula dieser
Form heiBen Archimedische Copulas. ¢ heilBt Generator von C. Falls

¢(0) = 400, dann o= = ¢t und C(u1,u2) = ¢~ (d(u1) + ¢(u2)).
Beweis: Siehe Nelsen 1999.
Beispiel 16 Gumbel Copulas
Sei p(t) = (—Int)?, > 1, t € [0,1].

CS"(u1,u2) = exp (—[(— INnu1)? + (= 1In ug)‘)]l/‘)) ist die Gumbel
Copula mit Parameter 0.

Flr 6 = 1: C?u = Ui1u>o.
Iimg_m CQGU = M(’LL]_,UQ) = miﬂ{ul,UQ}.

Die Gumbel Copulas haben eine obere Tail Abhangigkeit.

Beispiel 17 Clayton Copulas
Sei ¢p(t) = (t‘e —1)/6, 6 > 0.

~1/6

Cs'(ur,u2) = (u? +uy? — 1) ist die Clayton Copula mit Parameter 6.

Iim9_>0 CQCZ = uiju? und Iimg_m CQCZ = M = miﬂ{ul,UQ}.
Die Clayton Copulas haben eine untere Tail Abhangigkeit
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Beispiel 18 ¢(t) =1—t, t € [0,1]. ¢["1U(t) = max{1 —¢,0}.
C¢(u1,UQ) = max{ul + uo — 1, O} = W(U]_,’UQ).

D.h. die untere Fréchet Schranke ist eine Archimedische Copula.

Theorem 22 Sei (X1,X»2)T ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen und einer Archimedischen Copula C' generiert von ao.

Dann gilt p-(X1,X2) =1+ 4f01 %dt.

Beweis: Siehe Nelsen 1999.
Beispiel 19 Kendalls Tau flir Gumbel und Clayton Copulas
Gumbel Copulas: ¢(t) = (Int)?, 6 > 1.

1
pr(0) =1+4 [ (‘é’,((?)dt =1-1

Clayton Copulas: ¢(t) = (t= —1)/0, 6 > 0.

1
pr(0) =1+ 4 [y §idt = 55
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Multivariate Archimedische Copulas

Definition 24 Eine Funktion g:[0,00) — [0,00) heiBt vollstandig
monoton wenn g stetig ist und folgende Ungleichung fiirk = 0,1,2, ...

gilt:
k
(~1)* (d—g<s>)

e > 0,Vt € (0, 00)

s=t

Theorem 23 (Kimberling 1974)

Sei ¢:[0,1] — [0, c0] eine stetige und streng monoton fallende Funk-
tion, sodass ¢(0) = co und ¢(1) = 0. Die Funktion C:[0,1]¢ — [0, 1],
C(u) = ¢ N (p(ur) +d(u2) +...+o(uy)) ist eine Copula fiird > 2 dann
und nur dann wenn ¢~1 vollstindig monoton in [0, o) ist.

Lemma 6 Eine Funktion :[0,00) — [0,00) ist die Laplace-Stieltjes
Transformation einer Verteilungsfunktion G in [0,00) (Y(s) =

o € °%dG(x), s > 0) dann und nur dann wenn 1 vollstandig monoton
und ¢¥(0) = 1.
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Theorem 24 (LT-Archimedische Copulas)
Sei G eine Verteilungsfunktion in [0,00), sodass G(0) = 0 und sei v
die Laplace-Stieltjes Transformation von G

W(s) = /OO e *dG(x), fiir s > 0.
0

Sei X eine ZV mit Verteilungsfunktion G und seien U1,U,,...,U; be-
dingt unabhangige Zufallsvariablen in [0, 1] fiir ein gegebenes X = x
mit folgender bedingter Verteilungsfunktion:

Fuix=z(u) = exp(—zy~1(w)) fiir u € [0, 1].

Es qgilt dann
P(Ul S ui, U2 S uz,..., Ud S Ud) — ¢(¢_1(U1)+¢_1(U2)+- . -+¢_1(ud))'
und die Verteilungsfunktion von U = (U1,U>,...,U,;) ist eine

Archimedische Copula mit Generator 1.
Vorteile und Nachteile Archimedischer Copulas:

e Modellierung einer breiteren Klasse von Abhangigkeitsstrukturen
e Darstellung in geschloBener Form maoglich
e \Wenige freie Parameter vorhanden

e Technische Voraussetzungen fur die Generator Funktionen mul-
tivariater Archimedische Copulas.
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Simulation von Gauss’schen Copulas und t-Copulas

Sei R € R%™4 eine positiv definite Matrix. Sei AAT = R die Cholesky
Zerlegung von R (A € R™9). Falls Z1, Z>,...,Z; ~ N(0, 1) unabhingig
dann gilt u+ AZ ~ Ny(u, R).

Algorithmus 1 zur Erzeugung eines Zufallsvektors
U= (Uy,Us,...,U;) dessen Verteilungsfunktion die Copula Cg“ ist.

e Berechne die Cholesly Zerlegung A von R: R = AAT.

e Simuliere d unabhangige standard normal verteilte ZV
Z1,722,..., 24~ N(0,1)

o Setze X = AZ

o Setze U, = ¢(X}) flirk=1,2,...,d, wobei ¢ die Verteilungsfunk-
tion der standard Normalverteilung ist.

e U= (U1,Us,...,U,) hat Verteilungsfunktion C5e,
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Algorithmus 2 zur Erzeugung eines Zufallsvektors
U= (Uy,Us,...,Uy) dessen Verteilungsfunktion die Copula C! , ist.

e Berechne die Cholesly Zerlegung A von R: R = AAT.

e Simuliere d unabhangige standard normal verteilte ZV
217227'°'7ZdNN(O71)

e Simuliere eine ZV S ~ x2 unabhidngig von Z1, ..., Z,.
o SetzeY = AZ

— Vv
o Scetze X = \/EY

e Setze U, = t,(X;) fiir k = 1,2,...,d, wobei t, die Verteilungs-
funktion einer standard t-Verteilung mit v Freiheitsgraden ist.

o U= (Uy,Us,...,Uy) hat Verteilungsfunktion C? .
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Simulationen der Gumbel und Clayton Copulas
Aus dem Satz uber die LT Archimedischen Copulas lasst sich ein
Algorithmus zur Erzeugung dieser Copulas konstruieren.

Algorithmus 3 zur Erzeugung eines Zufallsvektors
U = (U,Us,...,U;) dessen Verteilungsfunktion die Archimedische
Copula C(uv) = ¢ H(p(ur) + ¢(u2) + ... + é(uy)) mit Generator ¢ ist.

e Simuliere eine Variable X mit Verteilungsfunktion G, sodass die
Laplace Transformation ¢ von G die inverse Funktion des Gen-
erators der gesuchten Copula ist, ¢ = gb—l.

e Simuliere unabhangige gleichverteilte Zufallsvariablen
Vi, Vo,. .., Vd in [O, 1].

e Setze U = (¢(—In(V1)/X), (= In(V2)/X),...,¥(=In(Vy)/X)). U
hat Verteilungsfunktion C(u).

Der Generator ¢(t) = (t=% —1)/6, 6 > 0 erzeugt die Clayton Copula
CS'. Aber auch ¢(t) =t7% — 1 ist ein Generator der Clayton Copula.

Fir X ~ Gamma(1/6,1) d.h. fx(z) = 21/%1e=*/[(1/6) gilt:

B = [ttt = 4 D7V =57

53



Algorithmus 4 zur Erzeugung eines Zufallsvektors
U = (Uy,U>,...,U,;) dessen Verteilungsfunktion die Clayton Copula
CSU ist.

e Simuliere X ~ Gamma(1/6,1).

e Simuliere unabhangige gleichverteilte Zufallsvariablen
Vi,Vo,..., Vi in [0, 1].

e die Verteilungsfunktion des Vektors
U= ((—In(V1)/X), ¥ (~ In(V2) /X)), ..., (~ In(Vg) /X))
ist die Clayton Copula C§*.
Die Simulation von Gumbel Copulas CQGU :

Sei X eine positive stabile ZV, X ~ St(1/6,1,~,0)
mit v = (cos(n/(260)))%, 6 > 1.

Die Laplace-Stieltjes Transformation von Fyx ist ¢(t) = exp(—t1/9).
Simulation von Z ~ ST(«, 3,1,0): siehe Nolan 2002.
Fira#1qilt: X =6 4+~Z ~ St(a, 3,7,96).

54



Alternativer Ansatz:

Sei 0 >1 und F(z) =1— F(z) = exp(—z/?) fiir x > 0.
Sei V ~U(0,1).

Sei S eine von V unabhangige ZV. mit Dichtefunktion

h(s)=(1—-1/04 (1/0)sexp(—s)

Sei (Z1,22)T = (VS?, (1 —V)S?). ~
Die Verteilungsfunktion von (F(Z1), F(Z»))T ist C5™.
Uberzeugen Sie sich (Hausiibung)!

Algorithmus 5 zur Erzeugung eines Zufallsvektors
U = (Uy,Us,...,U;) dessen Verteilungsfunktion die Gumbel Copula
C§ ist.

e Simuliere zwei unabhangige ZV. V1,Vo ~ U(0,1).

e Simuliere zwei unabhangige ZV. W1 ~ T (1,1), Wo ~ T (2,1)

o Setze S = I%§1/9W1 -+ IV2>]_/9W2.

o Setze (Z1,7>) = (V159 (1 —17)89).

e Die Verteilungsfunktion von U = (exp(—le/G),exp(—Z;/G)T ist

Gu
CGu,
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