Lineare Korrelation

Definition 9 Sei (X1, X5)T ein Zufallsvektor mit var(X1),var(Xs) €
(0,00). Der lineare Korrelationskoeffizient fiir (X1, X2)T ist

cov(X1, X>5)

Vvar(X1)var(Xz)' wobei cov(X1, X2) = E(X1X2)-E(X1)E(X2).
var(X1)var(Xo

pr(X1, Xo) =

Eigenschaften der linearen Korrelationen bzw. Kovarianzen:

e pr(X1,X7) €[-1,1].

o |pr(X1,X2)|=1<«= Ja e R\{0} und 3b € R, sodass Xo = aX1+b
fast sicher und sgn(pr (X1, X2)) = sgn(a).

e Sei a,v ¢ R\ {0} und 3,6 € R. Dann qilt: pr(aX1+ 6,7yX2+9) =
sign(avy)pr(X1, X2). D.h. die lineare Korrelation ist eine invariante
bzgl. streng monoton steigende lineare Transformationen.

e Seien A, B € RP*? 4,b € R? und seien X,Y zwei d-dimensionale
Zufallsvektoren. Dann gilt: cov(AX +a, BY +b) = Acov(X,Y)BT.

e Sei @« € R?Y und X ein d-dimensionaler Zufallsvektor. Es gilt:
var(a’X) = a’'cov(X, X)a.
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Theorem 13 Sei (X1, X5)T ein Zufallsvektor mit Randverteilungs-
funktionen Fy, F> und einer nicht spezifizierten Abhangigkeitsstruktur.
Angenommen var(X1),var(X>) € (0,00). Dann gilt:

1. Die Menge der moglichen linearen Korrelationen von X1 und X»
ist ein Interval [pr min; PLmaz] Mit O € (PLmin; PL.maz)-

2. Die minimale lineare Korrelation wird dann und nur dann erre-
icht wenn X1 und X» anti-monoton sind. Die maximale lineare
Korrelation wird dann und nur dann erreicht wenn X1 und X»
co-monoton sind.

Beispiel 11 Sei X1 ~ Lognormal(0,1) und X> ~ Lognormal(0,c?),
o > 0. Bestimmen Sie pr, min(X1,X2) und prma: (X1, X2).

Beispiel 12 Betrachten Sie zwei ZV, die die Verluste zweier Portfolii
darstellen. Annahme: beide Zufallsvariablen sind standard normal
verteilt und ihre lineare Korrelation ist gleich 0. Zeigen Sie, dass es
zwei Zufallsvektoren (X1, X2)T und (Y1,Y2)T gibt, sodass

(a) die jeweiligen Komponentenpaare die obigen Annahmen erfiillen,
und

(b) die zwei Zufallsvektoren haben unterschiedliche
Gesamtverteilungsfunktionen.

Bestimmen Sie die Quantile Fy | (o) und Fy . () der Gesamtver-
luste und vergleichen Sie diese miteinander.
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Kendall’s Tau und Spearman’s Rho

Seien (z,y)’ und (z,4)? zwei Beobachtungen von einem Zufallsvektor
(X, V). (z,9v)" und (%,7)" heiBen ibereinstimmend falls (x — %) (y —
) > 0 und nicht iibereinstimmend falls (z — 2)(y — §) < O.

Definition 10 Sei (X1, X»)T ein Zufallsvektor. Der Kendall’'s Tau ist
flir (X1, X2)T folgendermaBen definiert:

pr(X1, X2) = P((X1 — X1)(X2—X3) > 0) - P((X1 — X1)(X2— X3) <0),
wobei (X}, X5)T is eine unabhdngige Kopie von (X1, X»)T.

Aquivalent: p; (X1, X2) = E(sign[(X1 — X{)(X2 — X5)]).

Im d-dimensionalen Fall X € R%: p,(X) = cov(sign(X — X)), wobei
X' € RP eine unabhdngige Kopie von X € R? ist.

Der Kendall’s Tau der Stichprobe:

Sei {(z1,y1)7?, (z2,y2), ..., (zn,yn)’} eine Stichprobe von n Beobach-
tungen des Zufallsvektors (X,Y)?T dessen Randverteilungen stetig
sind. Sei ¢ die Anzahl der Ubereinstimmenden Paare und d die An-
zahl der nicht ubereinstimmenden Paare aus der Stichprobe.

C—da. c—d
c+d n(n—1)/2

»

:57'(X7 Y) —
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Definition 11 Sei (X1,X»)" ein Zufallsvektor. Der Spearman’s Rho
ist fiir (X1, X2)T folgendermaBen definiert:

ps(X1, X2) = 3(P((X1—X1)(X2—X3) > 0)—P((X1—X1)(X2—X3) < 0)),
wobei (X1, X5)T, (X, X5)T unabhdngige Kopien von (X1, X»)? sind.

Aquivalent: Seien Fy und F> die stetigen Randverteilungen von
(X1, X2)". Es gilt ps(X1,X2) = p(F1(X1), F2(X2)), d.h. der Spear-

man’s Rho ist die lineare Korrelation der eindeutigen Copula von
(X1, X2)T.

Im  d-dimensionalen  Fall X c R pg(X) =
p(F1(X1), F>(X2),...,Fy(Xy)), die Korrelationsmatrix der eindeutigen
Copula von X, wobei F1,F>»,...,Fy die stetigen Randverteilungen von
X sind.

Theorem 14 Sei (Xi1,X»)!T ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungen und eindeutige Copula C. Flr die Rankkorrelationen
pr(X1, X2) und ps(X1, X2) gilt:

1 1
pr(X1,X2) = 4/ / C(u1,u2)dC(ur,us) — 1
0] 0]

1,1 1,1
ps( X1, X5) = 12/ / (C(u1,u2)—uiuz)durdus = 12/ / C(u1,uz)duidus—3
0 0 0 0
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Eigenschaften von p. und pg.

e p, und pg sind symmetrische AbhangigkeitsmaBe mit
Wertebereich [—1, 1].

e Falls X1, X5 unabhangig, dann p;(X1, X5) = ps(X1,X5) = 0.
Die Umkehrung gilt i.a. nicht.

e Xi1,Xo co-monoton dann und nur dann wenn p,(X1,X2) =
ps(X1,X2) = 1. X1, X5 anti-monoton dann und nur dann wenn
pT(XlaXQ) — IOS(X].)XQ) = —1.

e Seien Fy, F> die stetigen Randverteilungen von (X1, X5)T
und Ty, T» zwei streng monotone Funktionen in [—oo,o0].
Dann gilt p-(X1,X2) = p-(T1(X1),T2(X2)) und ps(X1,X2) =
ps(T1(X1), T2(X2)).

(Siehe Embrechts et al., 2002).
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Tail Abhangigkeit
Definition 12 Sei (X1, X2)T ein Zufallsvektor mit Randverteilun-

gen Fy und F>. Der Koeffizient der oberen Tail-Abhangigkeit von
(X1, X2)" wird folgendermaBen definiert:

Mo(X1, X2) = lim P(Xo > Fy ()| X1 > F(w))

vorausgesetzt der Limes existiert.

Der Koeffizient der unteren Tail-Abhdngigkeit von (X1, X>)T wird
folgendermaben definiert:

A(X1, X2) = lim P(X2 < I (w)| X1 < Fy(w))
vorausgesetzt der Limes existiert.

Wenn Ay > 0 (A > 0) heiBt es, (X1,X2)" hat eine obere (untere)
Tail-Abhangigkeit.
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Definition 13 Sei Copula C die Verteilungsfunktion von
(U1,U>,...,Uy) mit U; ~ UI[O0,1], =« = 1,2,...,d.Die Verteilungs-
funktion von (1 —U1,1 —-U>,...,1—-U,) heiBt “survival” colupa von C
und wird mit C bezeichnet.

Lemma 4 Sei X ein Zufallsvektor mit multivariater Tail-Funktion
F (F’(:cl,:cg,...,a:d) = Prob(X1 > z1,Xo > x2,...,Xg > x4)) und
Randverteilungsfunktionen F;, i = 1,2,...,d. Sei F;, = 1 — F};, i =
1,2,...,d.Es gilt

F(z1,20,...,2q) = C(F1(z1), Fo(x2), ..., Fy(zy)
Lemma 5 Es gilt O(l —u, 1 — UQ) =1—u1 —u>+ C(ul,UQ).

Theorem 15 Sei (X1, X»)!T ein Zufallsvektor mit stetigen Rand-
verteilungsfunktionen und Copula C'. Es gilt

1-—2u+C
Ao (X1, X2) = lim 7’1 (wu)
u—1- — U

AL(X1,X2) = lim Ou,u)

u—0+ u
vorausgesetzt die Limes existieren.

d
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Beispiel 13 Die Gumbel Copulas:

Cop(u1,u2) = exp (—[(— Inu1)? + (—1In U2)9]1/9) , 0>1

Es gilt \y =2 —2%Y% X\, = 0.
Beispiel 14 Die Clayton Copulas:
Co(ut,u2) = (u7? +uz? — 1) 6> 0

Es gilt \y =0, \p =271/9,
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Elliptische Copulas

Definition 14 Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor, seien p € R?
und © € R™4 zwei Konstanten, und sei v¢:[0,00) — IR eine Funktion.
Wenn ¢x_,, = (t'<t) gilt, wobei ¢x_,, die charakteristische Funktion
von X — u ist, dann ist X eine elliptisch verteilter Zufallsvektor mit
Parameter p, >, . X ~ E;(u, 3,).

v heiBt charakteristische erzeugende Funktion (oder Generator) von
X. Fiur d = 1 stimmen die elliptischen Verteilungen mit den sym-
metrischen Verteilungen lberein.

Theorem 16 (Stochastische Darstellung)

Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X ist elliptisch verteilt, X ~
E;(pn,>,v) und rang(X) = k, dann und nur dann wenn es eine Matrix
A e R™ ATA = 3, sowie eine nicht negative Zufallsvariable R und
einen k-dimensionalen auf der Einheitskugel S¥~1 = {z €¢ R*: 22z = 1}
gleichverteilten Zufallsvektor U gibt, sodass R und U unabhangig sind

und X = ;1 + RAU.

Anmerkung: Eine elliptische Verteilung X ist radial symmetrisch: X —

d
p=p—X.
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Definition 15 Sei X ~ E ;(u,X,v) mit Verteilungsfunktion F und
stetigen Randverteilungen F1i, F>, ..., Fy. Die eindeutige Copula C' von
F, C(u) = F(Fy (u1),...,F; (uq)), heiBt elliptische Copula.

Beispiel 15 Gauss’'sche Copulas
Sei Cg“ die Copula einer d-dimensionalen standard Normalverteilung
mit Korrelationsmatrix R:

CG(u) = ¢% (¢ (w1, ..., ¢ (ua)),

wobei qb% die Gesamtverteilungsfunktion einer d-dimensionalen stan-
dard Normalverteilung ist und ¢—! die Inverse der Verteilungsfunktion
einer univariaten standard Normalverteilung ist. Cg“ heiBt Gauss’sche
Copula.

Im bivariaten Fall gilt:

¢ (ur) ot (uz) 1 —(562 — 9 + 2)
Ga _ 1 pPL1L2 Lo
O (u,u2) = /oo /oo 2n(1— p2)12 P { 2(1 - p2) } dridez,

wobei p € (—1,1).
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t-Copula: ein weiteres Beispiel elliptischer Copulas

Definition 16 Sei X = u + 27, wobei p € R, v €N, v > 1, S~ X3

und Z ~ Ny(0,X), und S und Z unabhidngig sind. Es heiBt, X hat
eine d-dimensionaler t-Verteilung mit Mittelwert p (fiir v > 1) und
Kovarianzmatrix Cov(X) = %53 (flr v > 2). Cov(X) existiert nicht
fur v < 2.

Definition 17 Die Copula C;R von X heiBbt t-Copula. Flr die t-

Copula qgilt:
Cl p(u) = & g(t,  (ua), ..., t, (ua)).
X, Co . . . .
R;; = =l 1,7 =1,2...,d, ist die Korrelationsmatrix von Z,
tﬁR ist die Verteilungsfunktion von %Y, wobei S ~ Xg und Y ~

N4(0, R) unabhéangig sind, und t, sind die Randverteilungen von tff’R.

Bivariater Fall (d = 2):

t;l(ul) t;l(uz) 1 332 — 2011 + 332 —(V—|—2)/2
Ct : — 1 1 PL1T2 2 de1d ’
(U, uz) /Oo /Oo 27 (1 — p2)i/2 { + v(1 — p?) L1422

fir p € (—=1,1). Rio ist der lineare Korrelationskoeffizient der
dazugehorigen bivariaten t, Verteilung fur v > 2.
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